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Existence and Regularity of solutions for a Model in
Magnetohydrodynamics
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Existence and Regularity of solutions for a Model in
Magnetohydrodynamics

Short Summery of the thesis

In this thesis, we study a model of magnetohydrodynamics problem. One of the advan-

tages of this type of model is that it is used in many applications and plays a crucial

role in astrophysics, geophysics, planetary magnetism, engineering and controlled nuclear

fusion. It describes the behavior of a fluid conducting electric current in the presence of

electromagnetic fields. The flow is governed by the Navier-Stokes equations for the fluid

velocity and Maxwell’s equations for the magnetic field. The equations are non-linearly

coupled via Ohm’s law and the Lorentz force. More precisely, we prove the existence of

solution to the problem
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ρ
∇π = f in Ω,

−λ∆B + (u · ∇)B − (B · ∇)u = k in Ω,

div u = div B = 0 in Ω,

with the following boundary conditions:

u = 0, B · n = 0, curlB × n = 0 on Γ,

where Ω is a bounded open set of R3 of class C1,1 and possibly non simply-connected.

Then there exists connected open surfaces and it is necessary to have a condition relating

to the magnetic field through the cuts.

∫

Σj

B · n = 0, 1 6 j 6 J.

Our approach is to use the Leray-Schauder fixed point theorem. To obtain the compactness

properties of the operator, one main tool is given by some estimates for weak vector

potentials corresponding to vector fields belonging to some negative Sobolev spaces. We

also investigate the Lp-theory for the solution. More precisely, we will prove the existence

of generalized solution in W 1,p(Ω) for p ≥ 2 and strong solution in W 2,p(Ω) for p ≥ 6
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Existence et Régularité des Solutions pour un Problème en
Magnetohydrodynamique

Résumé

Le sujet de la thèse porte sur l’étude d’un modèle mathématique issu de la magnétohydro-

dynamique (MHD)qui est utilisé dans de nombreuses applications. La MHD joue un

rôle crucial en astrophysique, géophysique, magnétisme planétaire, ingénierie et fusion

nucléaire contrôlée. Elle décrit le comportement d’un fluide conducteur du courant électrique

en présence de champs électromagnétiques. L’écoulement est régi par les équations de

Navier-Stokes pour la vitesse du fluide et les équations de Maxwell pour le champ magnétique.

Les équations sont couplées de façon non linéaire via la loi d’Ohm et la force de Lorentz.

Plus précisément, nous prouvons l’existence de solution au problème:



























−ν∆u+ (u · ∇)u−
1

ρµ
(B · ∇)B +

1

2ρµ
∇
(

|B|2
)

+
1

ρ
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−λ∆B + (u · ∇)B − (B · ∇)u = k dans Ω,

div u = div B = 0 dans Ω,

avec les conditions aux limites suivantes:

u = 0, B · n = 0, curlB × n = 0 sur Γ,

où Ω est un ouvert borné de R
3 de classe C1,1 éventuellement non simplement con-

nexe. Dans ce cas, il est nécessaire d’avoir une condition portant sur les flux du champs

magnétique à travers les coupures .

∫
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B · n = 0, 1 6 j 6 J.

Notre approche consiste à utiliser le théorème du point fixe de Leray-Schauder. Nous

avons donné des estimations sur les potentiels vecteurs faibles correspondant à des champs

vectoriels appartenant à certains espaces de Sobolev négatifs pour montrer la compacité de

l’opérateur. Nous faisons également l’étude de la régularité en théorie Lp. Plus précisément,

nous prouvons l’existence d’une solution généralisée dans W 1,p(Ω) pour p ≥ 2 et d’une

solution forte dans W 2,p(Ω) pour p ≥ 6
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