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  4+كالورياو ب 5+ السنة الثالثة رياضيات بكالوريا 

              1قياس : الوحدة 

  313ر : الرمز 

  د 30سا و  1: ، دروس الزمني الأسبوعي الحجم

 د 30 سا و 1: موجهة أعمال                     

  سنوي: النظام 

  2: المعامل 
  

  تقديم

، وتقدم في السنة الثالثة لجميع الطلبة ونظرية  1نظرية القياس والمكاملة : ة إلى شطرين دقسمت هذه الوح

  .سنوات 5، وتقدم في السنة الرابعة للطلبة الذين يدوم تكوينهم  2القياس والمكالة 

تقدم بعد أن عرف الطالب تكامل ريمان في السنة . لوبيغ الهدف من هذه الوحدة هو تقديم نظرية تكامل  
في السنة الثانية وهي تدرّس بالتوازي مع وحدة التحليل العقدي، التي ) المعممة(الأولى والتكاملات الموسعة 

فلا ينبغي إذن . لذا فوحدتنا تسعى إلى تعميق وتمتين السند النظري للمكاملة. تحتوي على قسط كبير من المكاملة

  .التركيز على الجانب التقني لحساب التكاملات

إن الكيفية المتبعة هنا تعتمد على . توجد، كما هو معروف، عدة كيفيات لتقديم نظرية مكاملة لوبيغ  

  .مفهوم القياس الموجب
. يستحسن قبل الشروع في التدريس أن تقدم رؤوس أقلام البرنامج للطلبة مع التعليق على كل فصل فيه ) أ

موضوع نظرية " محسوسة"هو تقديم بكيفية " تكامل ستيلجس"بأن الهدف من الجزء الأول، وهو كأن تقول 

يمكن للأستاذ أن ينطلق من ). مثلا(المكاملة المتمثل في إعطاء معنى لمفهوم مساحة حيز من المستوي 

يلجس، مع ذكر مسألة تربيع القطع المكافئ لأرخميدس، ثمّ يعمم حديثه ليتكلم عن تكامل ريمان فتكامل ست

ذكر قصور تكاملي ريمان وستيلجس يتحدث عن تكامل لوبيغ ثمّ نظرية بعد و . تطبيقه في المسائل الفيزيائية
ويسعى الأستاذ عند ذكر كل هذا أن يبرر . القياسة التي تمكن من ادخاله بكيفية ملائمة، مجردة وعامة جدا

لمناسبة لتقديم نبذة تاريخية سريعة حول نظرية المكاملة كما يغتنم هذه ا. الفصول المختلفة التي تكوّن الوحدة

  . والقياس

لا يخفي على أحد أن نظرية القياس والمكاملة صعبة بمكان وهي تحتاج إلى توظيف كل المفاهيم   ) ب

لذا يتعين على الأستاذين المحاضر والمطبق . التحليلية والمجموعاتية التي تقدم في السنتين الأولى والثانية
  :ما وفي الأسبوع الأول وعلى شكل سلسلة تمارين مايلي أن يقد

  .مفهومي النهاية السفلى والعليا لمتتالية حقيقية ومتتالية مجموعاتية وخواصها .1

  .مفهومي النهايتين السفلى والعليا لتابع عند نقطة مع الخواص .2

  . الاستمرار العادي والنتظم ومفهومي التوابع اللّيبشيتزية والهولدرية .3

  .تين البسيطة والمنتظمة لمتتالية تابعيةالنهاي .4
  .حساب تكامل ريمان لتوابع بسيطة بالحساب الفعلي لنهاية مجاميع ريمان .5

  .دراسة المرور إلى النهاية تحت تكامل ريمان .6

 .دراسة مكاملة سلسلة بسيطة عنصر بعنصر .7
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كثر من شهر، فعلى المسؤول على الأعمال من المؤكد أن تناول كل التمارين التمهيدية سابقة الذكر يحتاج إلى أ

الموجهة أن ينسق مع المسؤول على المحاضرات لكي ينتهي منها مع نهاية الفصل المتعلق بتكامل ريمان، على 

  . أن يعود إلى هذه التمارين من حين إلى آخر عندما يحتاج إلى نتائجها لتوضيح مسألة نظرية ما

يتجنب الحديث ) Iأي (فسه فينبغي فقط القول إن الشطر الأول من الوحدة أمّا فيما يخص تقديم البرنامج ن) جـ

عن قياس الجداء والمكاملة في عدة ابعاد وربطها بالمكاملة في بعد واحد بواسطة مبرهنة فوبيني، ويترك كل هذا 
Nلذا عند تناول قياس لوبيغ على . إلى الشطر الثاني من الوحدة

R  أن ينظر إليه كقياس على هذا فينبغي

  .R تقدم الأمثلة الخاصة بالتكاملات على، على أن Rالفضاء دون ربطه بقياس لوبيغ على 
 

I تكامل ستيلجس  

 تقديم التعاريف. تذكير سريع بتقسيمات مجال وبتعريف تكامل ريمان وخواصه الأساسية:تكامل ريمان  .1

ريمان كمول على مجال لكنها متقطع عند  لتابع تقديم مثال. الثلاث التقليدية لتكامل ريمان وإثبات تكافوئها
الشرط . الثلاثية. مجموعة كانتور. ذات قياس معدوم Rتعريف أجزاء . كل نقطة ناطقة من مجال تعريفه

  .اللازم والكافي للقابلية للمكاملة حسب ريمان

تقديم الإستمرار المطلق والعمليات على التوابع المستمرة مطلقا على مجال . تذكير بالتوابع اللّيبشتزية والهولدرية

  .متراص

العلاقة . حساب التغيّر الكلي بواسطة تكامل ريمان. تفكيك التوابع ذات تغيّر محدود. التوابع ذات التغيّر المحدود
  ".ولوبيغ. سلم كانتور"التابع . لمطلقبين التغيّر المحدود والاستمرار ا

  :تكامل ستيلجس . 2

∫ستيلجس  تعريف تكامل
b

a
dgf  بأنه ( )Q,P,g,fSlim

P 0→δ
]للمجال  Pهو نظيم التقسيم  Pδحيث   ]b,a  وQ 

للمكاملة  fقابلية تابع مستمر . الشرط اللازم والكافي للقابلية للمكاملة حسب ستيلجس. م وسط نسبة إليهتقسي

]مستمر على g'العلاقة بين تكاملي ريمان وستيلجس في حالة . gحسب ستيلجس نسبة إلى تابع رتيب  ]b,a .
المرور . التوابع المعرفة بواسطة تكامل ستيلجس. تبديل المتغير. المكاملة بالتجزئة. ثنائية خطية تكامل ستيلجس

  .إلى النهاية في تكامل ستيلجس

  .دور التقطعات في تكامل ستيلجس المعمم. تكامل ستيلجس المعمم

  .تكامل ريمان وستيلجس

  

II .نظرية القياس والمكاملة  

  الجبور والعشائر .1

. تعريف العشائر، العشيرة المولدة من فئة مجموعات. تعريف الجبور البوولية، الجبر المولد من فئة مجموعات

  .الفضاءات القيوسة. الفئات الرتيبة. يليةر العشيرة البو 

  التوابع القيوسة .2

. التقارب البسيط للتوابع القيوسة. على التوابع القيوسةلعمليات ا. لقابلية للقياسامعيار . تعريف التوابع القيوسة

  .العشائر المولدة من جماعات. مبرهنة تقريب تابع قيوس بمتتالية توابع بسيطة. الغلاف العلوي للتوابع القيوسة
  .التوابع القيوسة الحقيقية، العقدية. توابع
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  القياسات الموجبة والقيسات الخارجية .3

ومنها الاستمرار من الأسفل ومن الأعلى (خواص القياسات الموجبة . أمثلة. ول القياسات الموجبةعموميات ح

  ).وتوطئة بوريل وكانتلي

  .تمديد القياسات. القياسات الخارجية. التتميم
  .التقاربات المختلفة لمتتاليات التوابع القيوسة

  قياس لوبيغ .4

Nإنشاء قياس لوبيغ على 
R  العشيرة : إنطلاقا من قياسه الخارجي( )NLR  لأجزاءN

R القيوسة حسب لوبيغ .
  .القياسات النظامية. البرهان على أن هذه العشيرة تحتوي على العشيرة البوريلية

  المكاملة .5

تكامل تابع . توطئة فاتو. قارب الرتيبمبرهنة الت. تكامل تابع حقيقي قيوس وموجب. تكامل تابع حقيقي بسيط

المقارنة بين تكاملي .  Rتكامل ستيلجس ولوبيغ على . مبرهنة التقارب بالهيمنة للوبيغ. حقيقي، عقدي قيوس

]تمييز التوابع الكمولة حسب ريمان على مجال . ريمان ولوبيغ ]b,a .  

  .إشارة التكامل مبرهنة الاشتقاق تحت

  .مبرهنة تبديل التغيرات

)الفضاء . 6 )µ,A,XL1 للوبيغ  

)الفضاء  )µ,A,XL1 التقارب في . كفضاء شعاعي نظيمي تام( )µ,A,XL1 الـ والتقارب µ شبه الكلي .  

)كثافة الفضاء  )NC R0 ) للتوابع الحقيقية المستمرة علىN
R في الفضاء ) والمعدومة خارج جزء متراص

( )NL R
Nللتوابع الكمولة على ( 1

R الإستمرار بالمتوسط في ). نسبة إلى قياس لوبيغ( )NL R
1.  

  لة بعد واحدمبرهنة الإشتقاق للوبيغ في حا .6

تغطية ومبرهنة فيتالي . ، قابليتاهما للقياس Rالمشتقين العلوي والسفلي لتابع حقيقي معرف على مجال من  .7

(Vitali) .قابلية التوابع . حالة التوابع ذات تغيّر محدود. قابلية تابع رتيب على مجال للإشتقاق شبه كليا

تمثيل التوابع المستمرة مطلقا بواسطة دستور نيوتن . كليا هغ للإشتقاق شبالمعرفة بواسطة تكامل لوبي

 . وليبنيتز
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  بعض المراجع حول نظرية القياس والمكاملة
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