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  رȂاضॻات
ʦʴʯيʹةّالʗʸق في ال   

ʦتʙʮبِ . أألʹʯʦا Pintoa Alberto A.   

ʨرتʨجامعة ب  Portoتغالʛʰال ، 

Ȃʙب ʦʸاتلȂʙ Telmo Parreira    

ʻجامعة مʽʨMinho تغالʛʰال ،  
 

؟ الʴاجॽات Ǽعʠ اقʻʱي مʻهقفي الʨʶ الȑʚ أردت أن تت ا ʖʰʶǼ قلة الॽʵاراًت مʙْʢॼʴعُهل حʙث أن 
مʧ   غʛʽهʦلॼʹاعة ، قʙر الʺʢʱʶاع،جاتهʦ مʷابهةʨالʱي نȄʛʱʷها إلى جعل مʱʻ الॼʹاعة مʽʺǽʨʳʱʻل لʺاذا 

ʧʽʳʱʻʺذجالʨʺا نʻة ا؟ إذا وضعॽɿॽؔار لॽʱقاخʨʶʱةي مʻيʙن مʙʺال ʧو  مʛʱʷॽس ȑʚال ʛʳʱʺهن للʻفإن  م ʦاتهॽحاج
الȑʚ يʟʻ على أن ) Harold Hotelling )1895 -1973 تلʻʽگʨنانʨ ه ق ॽʀʺةتʳعلʻا نقʙرॽاتॽة ئج الȄʛاضالʱʻا

ʱʻجعل مʨʱʻʺابهة لʷم ʥجاتʨʥʶافʻاقعجات مʨفي ال ʨار هʛق  ʖصائ .ǽدناʨاقʹǽأ ʥة الألعاب إلى ذلȄʛʤن  
  .  Nash Equilibruimناش نوتʨاز

 

 مقʗمة .1

ʛʰʱةنعȄʛة   قॽʰأغلʨʻʢقǽ انهاȞل نسʨʡ ارع علىʷي،ال الʶॽئʛ ض أʛʱنه ونفʛʳʱة مȄʛه القʚفي ه ʙجʨن اي
Ȍفق: ʛʳʱل  مȄʨمان Manuelʨج ʛʳʱكا ومॽʦ Joaquim؛ ʨȄوʛع القॽʢʱʶǽاء فينʛʷال ȑأ ّʧم ʧȄʛʳʱʺال .  

Ǽ قʢعة مॽʁʱʶʺة  الʛئʶॽيالʷارعنʺʲل  0,L.لȄʨمان ʛʳʱض أن مʛʱذج، نفʨʺʻال Ȍॽʶॼʱقع  ولǽ في 
الʺʨʱʻج ʱؔلفة ل JCو  MC ب  نʛمL.ʜ الʻقʢةعʱʙʻه  في نهايǽقعॽ ʦكامʛʳʱ جʨأن و ʢOةالʻقعʙʻ  الʷارعبʙاǽة 
  .الʺʧȄʛʳʱفي ؗلا نفʝ الʺʨʱʻج ʶعʛ ل JP وȃMPـو ،على الʛʱتॽ ʦʖʽكا ومʛʳʱ جʨمʛʳʱ مانȄʨلفي 

ॽʁǽʦʨʽنʨʢل  أنʜʻرقʺه في م  0,1, ,d L  ارعʷيفي الʶॽئʛاإذا .  ال ʛʱشȐ ʛʳʱم ʧم ʨʽنʨʢأن
MP قʙرها مʰلغ ذلʥمانȄʨل فȞॽʶلفه dt،  ذاȂاوʨج ʛʳʱم ʧم ʛʱشȐكاॽلغʰʺلفه الȞॽʶف ʦ ( )JP L d t  

ʘʽحt  ة ؗلفة هيʙقلوحʻʱاء في الʨʶارع على الʷاهي الʳات ʙاء . أحʛʷال ʨʽنʨʢر أنʛقʧم ʛʳʱʺالأقل ؗلفة، ال 
  :Ǽʺعʻى

) : في حالة - )M JP dt P L d t    لفȄʨمان ʛʳʱم ʧم ʛʱʷॽʶȑ .  
) :  وفي حالة-  )M JP dt P L d t    ʨج ʛʳʱم ʧم ʛʱʷॽʶفȑكاॽʦ.  ʙة صف وُلقʶافʻʺال ʧع مʨʻا الʚه

ʧʽب ʧʽʱ ʛؗش )ʧʽائعǼ( ذجʨʺفي ن ʨگ هʻʽتل) ʧʽجعʛʺال ʛʤ4[و ] 1[ان([.  
 وهʚȞا فإن .ج ما مʧ أحʙ الʺʨʧȄʛʳʱمʧ مʱʻحʙة ا وحʙة وȑ نفʛʱض أن ؗل مʦॽʁ في القȄʛة سʛʱʷॽ،الآن

 رʴȃه و،ʺʛʳʱهʚا الن عʙد الȃʜائʧ الʚيʧ سʛʱʷॽو مȑ ʧ مʛʳʱ مانȄʨل ʶǽاوفي ةॼاعالʺ kالʨحʙاتعʙد 
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ॽسʨȞن( )M Mk P C، ʘʽل حʲʺǽk ʺات الʙحʨد الʙاعةعॼو ( )M MP C حȃʛةالʙع ؗل وحॽب ʙʻع . ʝفʻȃو 
مʛʳʱ مانȄʨل ومʛʳʱ مʧ  ؗل يॼʻغي أن ʱʵǽاره الJP ȑʚ وʶMPعʛما هʨ ال .ॽʦكا مʛʳʱ جʨرȃحلȄʛʢقة نʖʶʴ ا

ʨكاجॽ ʦ ʖʽتʛʱأفʹلعلى ال Șʽقʴʱاح؟لȃالأر   
على فعلا أقʙما ذا وضع أسعار مʛتفعة؟ إفي ن الʱعاو ॽʦكا مانȄʨل وجȑʨ مʛʳʱ ؗل مʧهل ʖʳǽ على

ʥذل،ʨȞॽʶؗلن ف Ȑʙهʺا  لʻم ʜحاف ʛعʶال ʠॽɿʵʱإلى إرتفاع لأن ل ȑدʕʽا سʚه هʱʸحʨʶالي  ،ق في الʱالȃو
هʚه سʕʱدȑ  . لʱغʛʽʽ الأسعارالʺʶلʥ ذاته  هʚاناॼعّفʱʽʶ  ولا يʱعاونان،لǼ ʧؔʺا أنهʺا يʻʱافʶان .رʴȃه رتفاعا

لȑʚ يʛاه عʙʻ  مʛاعاة ؗل مʻهʺا الʶعʛ اʦ معॽكا مانȄʨل وجʨعʙʻسعار الأ في اتʱغʛʽʽسلʶلة مʧ الالʤاهʛة إلى 
معʛفة ما إذا ؗانʗ هʚه الʙيʻامॽȞॽة الʴʱفȄʜʽة لʱغʛʽʽ الأسعار  هي  هʻاʛʢحُ الʳادة الʱي تالʺȞʷلة .مʻافʶه

 ʨنتʨاز ناش ه !نتʨاز ناشإنه : جʙʽا ة معʛوفا الʕʶال الإجاǼة عʧ هʚنسʕʱدȑ إلى نʨع مʧ الʨʱاز في الأسعار؟
لʱغʛʽʽ  دافع ّأȑ مʻهʺان لا ʨȞǽ لȐʙ عʙʻما ʦ ومانȄʨلॽكا جʨأسعارفي نتʨاز ناش ʙʴǽث   :إسʛʱاتॽʳॽة مʲالॽة

  .ʦ ومانȄʨلॽكان ॽɿॽؗة حʶاب سعʛ ناش الʺʨʱاز لʨʳ الآنʛʷحدعʻا ن .مʙʳداالأسعار 
  

  تلʻʹگهʦنʦʸذج  .2

ॽل ʧȞJP وMP عالʶʧȄʛْ ارهʺاʱاخ ʧيʚاللʨكا جॽلȄʨومان ʦ. وʱهلؔنعʱʶم ʛʰاʙايʴل ا مʜʻʺفي ال ʦॽʁǽ 

0 0,d L  . ةॼʶʻالǼ  ʥهلʱʶʺا الʚض ألهʛʱن نفʱʻاء مʛهاب وشʚتؔلفة الʨ ʛʳʱج في مʨاج ʦॽاو تؔلفة كʶتȑ
ʱʻʺال ʝاء نفʛهاب وشʚالʨ ʧج م ʛʳʱل مȄʨل (مانȞʷال ʛʤ1أن( ȑأ ،:      

 0 0M JP td P t L d     

  

  تلʻʽگهʨ شارع .1الȜʵل 

MPهʨ نقʢة تلاقي ال0d  ȌʵلاحȎ أن مʨقع الʺʱʶهلʥ الʺʴايʙن td  Ȍʵمع ال( )JP t L d  

ʘʽحd قلʱʶم ʛʽغʱم. ʦث ʧل ف ّومʜʻʺفي ال ʧȞʶǽ ʙايʴʺال ʥهلʱʶʺاقع فيالʨانالʨʻالع :  

.0 2
J MtL P P

d
t
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0 إذا ؗان 0d  ʛʳʱم ʧم ʛʱʷॽس ʙفلا أح ȑʨاج ʦॽةكʳॽʱʻوالʨؔʱن سʛʳʱʺذا ؗانو.  إفلاس الȂ 0d L ʙفلا أح 
 ʛʳʱم ʧم ʛʱʷॽسȑلȄʨو ،مانʨȞॽس ʦث ʧنم 0أما إذا ؗان . عاقʱʰهفلاس الإ ّ (0, )d L ه فؔلا الॽأتॽس ʧȄʛʳʱʺ

ʝفلǽ ʧول ʧائȃمز ȑهʺا أʻ،ॽʶافʻت ʨʶال ʨȞॽها سʙʻق وع   .ان
نالأشʵاص الʚيʨʺॽʁǽ ʧ على ʨʡل القʢعة عʙʻئʚ ف. اقʻعʛʰʱ الʨʶ تʻافॽʶل 00,d  ʧو مʛʱʷॽنس

ن والʚيʨʺॽʁǽ ʧ على ʨʡل القʢعة ،مʛʳʱ مانȄʨل 0 ,d L ʛʳʱم ʧو مʛʱʷॽنسʨكا جॽʦ .ʧȞॽلN  دʙع
نʛʱʷॽو مʧ سʧ الʚيʽ ʧ عʙد الʺॽʁʺنوعلॽه سʨȞॽ .الʷارعالأشʵاص الʚيʧ تʨʱزع مʻازلهǼ ʦانʤʱام على ʨʡل 

ʶǽȑ 0اومʛʳʱ مانȄʨل  /d N L، ʨج ʛʳʱم ʧو مʛʱʷॽس ʧيʚاص الʵد الأشʙكانوعॽʨȞॽس ʦ0 ن( ) /L d N L. 
   : العلاقةتʙʴده مانȄʨل رȃحوهʚȞا فإن 

,0( ) ( ) ( )
2
J M

M M M M M M

N tL P P N
P P C d P C

L t L
        

 
  

  :  ب ʦ معʢىॽكا جʨكʺا أن رȃح

.0( ) ( )( ) ( )
2
M J

J J J J J J

N tL P P N
P P C L d P C

L t L
         

 
  

   ʖغʛيʨل وجȄʨكامانॽʦ  الفي ʙيʙʴتʛعʶʧȄMP وJP لغلʰʱ اȃهʺاحأر( )M MP و( )J JP ʧȞʺǽ ى ماʸأق. 
Mx نʹعذلʥ  مʧ أجل P و( ) ( )M Mf x P ل علىفʸʴʻ :         

 2 ( )
.

2 2 2

( ) ( )
2

J M M

J

M

M

J
N tL P CN N C tL C P

x x
tL

tL P x N
f x

t

x C
L

L

t

L t

     

  


 

  

    

 أȑ ،)مʸʱʻف الʚʳرx) ʧȄ عʙʻُ تʙرك وحʙʽةعʤʺىلها ॽʀʺة  f الʙالة فإن  تʺاماسالǼ2x ʖʺا أن معامل
  2M Jx C P tL   ) أن ȎلاحMC وJP tLرʺا هʚا ج   0f x (.ʧʺʲفإن ال ʥلʚȃو  MP  ȑʚال

  : هʨلʴʱقȘʽ أعلى رȃحʖʳǽ أن ǽʹعه مانȄʨل 

. 1

2M M JP C P tL   

  : هʴʱʨقȘʽ أعلى رȃحكʦॽ لا جʱʵǽʨاره أن يॼʻغيالJP  ȑʚالʧʺʲ فوȃالʺʲل، 

. 1

2J J MP C P tL    

  : جʺلة الʺعادلʧʽʱَ حلاʺاʦ هكॽا مانȄʨل وجʨلʚيʖʳǽ ʧ أن ʱʵǽارهʺا الʶʧȄعʛوهʚȞا، فإن ال
 
 

2

2
M M J

J J M

P C P tL

P C P tL
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ʧʽلʨهʳʺذات الMP وJP.    
ʧة ؗل مʺॽʀ ʠȄʨعʱبMP وJP لة فإنʺʳفي ال ʧȄʛعʶفي ال ʧʽʻالʺعلȘʽقʴف تʙبه ʧȄʛʳʱʺادة  الȄʜال 

             : ؗالʱاليʺا هالȃʛحفي 

2 1
,

3 3
2 1

.
3 3

M M J

J J M

P tL C C

P tL C C

   

   


                                   1  

M :، أॽʰ ȑع الʺʨʱʻج ʶǼعʛ أكʛʰ مʧ الʱؔلفةينلاحȎ أن الʺʖʳǽ ʛʳʱ أن  MP Cو J JP C. 
 لʛʤʻ إلىوȃا 1 ، أن Ȏنلاحʚهʧيʡʛʷال ʧʽان ً معاʯافȞǽلʨالق :  

.3M JC C tL                     )               2(  
ن فإن الʨȞǽ ʨʶ تʻافॽʶاالȋʛʷ مʴققهʚا  إذا ؗان ،وهʚȞا لهʺا زȃائʧ نسʨȞॽ كʦॽ ا مانȄʨل وجʨأȑ أن ،اق

هʺا هي الʺʻʽʰة فيوأسعار 1.  لʲʺة الأسعار تॽائʻث ,M JP Pاز ناشʨوحة ن تʛʢʺألة الʶʺلل ) ʛʤ5[ان .([
ǽعʻي ذلʥ أن  ,M JP Pل تʲʺي  أفʹلʱالأسعار ال ʻʰʱأن ي ʧȞʺǽّ هʺاʻاعاة ؗل مʛم ʙʻع ʦॽاكʨل وجȄʨاها مان

ʛالآخ ʛسع.  Șقʴǽ ʚئʙʻعʨل وجȄʨامانʦॽكʖʽتʛʱح على الȃʛال  :  

,   2
3

2 18
J MJ M

M M M

tL C CN tL P P N
P C

L t L t


      
 

  

.   2
3

2 18
M JM J

J J J

tL C CN tL P P N
P C

L t L t


      
 

  

   .JCو MC  الإنʱاجة، وتؔلفtتؔلفة الʻقليʦʱ تʙʴيʙه مʧ خلال  الأسعار، مʧ الʺعلʨم أن الȃʛح، شأنه شأن
  :نلاحȎ أنه

3M إذا ؗان )أ JC C tL ȑدʕʽʶف ʥذل ʨمان ʛʳʱل و إلى إفلاس مȄ0 0d .  
3J إذا ؗان )ب MC C tL ʨج ʛʳʱوا فإن م ʝفلॽس ʦॽ0كd L.   

 ،ʧʽʱالʴا الʱققة) 2 (فالعلاقةفي ؗلʴم ʛʽغة ،غॽʸالي فإن الʱالȃو  1 ʙʴʺة ِّالʴصال ʛʽح غॼʸدة للأسعار ت
  .اقلʨʶ تʻافॽʶ ؗان اإن

  

ʥȂʙʸانها :تȞد سʙة عʻيʙم ʛʰʱ1000نعN  لʨʡ ʘʽارع، حʷهاالʽي فʶॽئʛاو  الʶǽȑ1ʦض أن  و، ؗلʛʱنف

1tوحʙة تؔلفة الʻقل هي   )ʛʱʺلل.(  
ʱ 2100MCان الʱؔلفننفʛʱض أنه عʙʻما تʨؔ )أ  5200وJC  ف ʝفلॽʶʧȄʛʳʱʺال ʙد .أحʙالةحʴه الʚفي ه  

ʝالʺفل ʛʳʱʺال.  
ʧʽʱ 2100MCالʱؔلفهʖ أن  ب)  2700وJC علاʳن تॽʶافʻت ʨʶا، اق ال ʖʶعالحʶو ʛحȃʛالʛʳʱلؔل م . 
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   قالʦʴʯ في الʗʸيʹة .3

 ʛʰʱا الآن أنعʻʱʻيʙن مʨؔʱّت ʧعة ن مʨʺʳارعمʨة شॽʶॽرئ )ʲʺات في لةَّمʺॽʁʱʶانال مॽʰفي ʛاهʤال  
Ǽ2kاعॼʱار ( شارعا k اتالʺʱاجʛ عʙʻ تقاʡعتقع  ʘʽʴǼ )2الȞʷل .(  لʲʺǽ،افʨʴد الʙع kʙة، درجة العق.   

 ʛʷʱيǽ ʧيʚال ʧائȃʜالʛʱʷجات الʺنوʨʱʻʺاعة الॼ هʚان  في هȞفي ؗل م ʛاجʱʺالʧةمʻيʙʺقع  . الǽ ماʙʻع
 ʛʳʱمAF ة ذات فيʙدرجة عق k ، ʨيفهʱʝافʻمع k ʛʳʱا، وم ʛاجʱʺه الʚهʥاقعةهي تلʨال ʙار العقʨة في ج .
 ʜمʛبن AV عةʨʺʳدها إلى مʙالغ عॼال ʛاجʱʺالkʺا الʳل ةروʛʳʱʺلAF. لاȞʷال في الʲʺال ʛʤ2ن ʘʽقع ، حǽ
ʛʳʱʺالAF ة فيʙها درجعقʱ4 وȄ اورةʳʺال ʛاجʱʺمع ال ʝافʻʱBF، CF، DF ،EF .   

                                                                      
  تلʻʽگهʨ مʙيʻة .2 الȜʵل                         

  

  ّومʧ ثʦ . لؔل الʺʱʶهلȑ APʧʽؔه ʶǽاوسعʛوأن  AC هي AFلʺʛʳʱ ا  تؔلفة الʺʨʱʻج فينفʛʱض أن
 ثʦ تʹاف إلى ذلAF .ʥللʺAP  ʛʳʱنȘ يʙفعʨ الʶعȄ ʛقʺفʛʱ الʛʢل الʺʳاورةن مʧ مʱʵلف الأماكʨ ʧالʺʱʶهلؔف

الʺʶار  ʨʡل نفʛض أن .AF  الʺʜʻل والʺʛʳʱبʧʽن الʱي تʨؔ مʻʱاسॼة مع الʺʶافة الʱي ǽقʢعʨنها الʻʱقلتؔلفة 
 ʧȄʛʳʱم ʧʽبAFو BF  ʨه L و ʨهʺا هʻʽان بȞʶد الʙأن عN ʥوذل ȌॽʶॼʱاتيلॽاضȄʛذج الʨʺʻال .  

A,نʨȞॽ على مʶافة س الʺʱʶهلʥ الʺʴايʙفوهʚȞا،  Bd ʛʳʱʺال ʧم AF افةʶوعلى م ،,A BL d ʧم 
 ʛʳʱʺالBF . ل علىʸʴه نॽالʺعادلة وعل  

. , ,A A B B A BP td P t L d                                           )3(  

ʨʺ,Aقع ال، نʴǼ)3( ʙʳل  Bd ل ʙايʴʺال ʥهلʱʶʺل:  

, 2
B A

A B

tL P P
d

t

 
  

  :ب ىقʨʶ معʢال ه هʚ فيAFالʺʛʳʱ  ومʧ ثʦ فȃʛح

.      , , 2 2A B A A A B A A A A A B

N N N
P C d P C tL P P C P

L tL tL
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 مʛʳʱ مʳاورو - AF الʺعʛف أعلاه عʙʻما يʛتȌॼ بـ k هʻا للعʙد Ak نʛمʜ بـ-  AF مʛʳʱ مʧ أجل ؗل

B AF V ، حفإنȃʛدالة ال A  احȃع الأرʨʺʳهي مʚققة في هʴʺىال هالʻعʺǼ ، ʨʶق :  

      

 

2 2

. .
2

A

A

A A A A A A B A A
B V

A A A A A B
B V

N N
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ضʺAF  ʧ الʺʱاجʛ الʺʱʵارة في APالأسعار فإن عقʙة،  M ذاتتʻافॽʶة مʧ الʨʷارعشȞॼة ॼار Ǽاعʱ ،إذن
  :معادلة  Mالʺʕلفة مʧجʺلة الʺعادلات الॽʢʵة نتʨاز ناش هي حلʨل 

1 1

2
A

A A B
B VA

P C tL P
k 

 
   

 
)                                  4(  

مʧ أجل  1, ,A M  .  
 و ]2[انʛʤ الʺʛجعʧʽ .  الʶابȘ الفʛعي العʨʻانضʺʧ لʺا قʺʻا Ǽه  تعʺʦॽبʛهان هʚه الʳॽʱʻة ما هʨ إلا

   . الʴاسʨباميǼ ʦʱاسʙʵʱالʺعادلات مʳ ʧʺلة هʚه الʴل علॽة ففِ شȞॼة مʱاجʛ إذا اعʛʰʱنا. ]3[
  

ʥȂʙʸت: ʛʰʱعنعȃʛهً مʻم ʧ 4M  هʨعʙد العقʙّومʧ ثʦ ف. 3 الȞʷلفي  ؗʺا  مʛʳʱُا فʱح في ؗل رؗ .  أن ʖه

ȑ 1000Nشارع ʶǽاوؗل عʙد سȞان    ل ؗل شارعʨʡ 1وأنʦقل أن  و، ؗلʻة تؔلفة الʙ1هي وحt  
)ʛʱʺلل.(   
2000A :نفʛʱض أن الʱؔالʅॽ هي ) أ B C DC C C C   .   
ʽةّبॽʶافʻʱأن الأسعار ال ʧ3000  هيA B C DP P P P   ، ح وأنȃʛالʛʳʱه  لؔل مʨ 1000000.  
2100B هʖ أن الʱؔالʅॽ هي) ب DC C 1800 وA CC C  .  

 ʗʰةأثॽʶافʻʱ2900  هيأن الأسعار الA CP P  3000 وB DP P ، اتج أن وʻح الȃʛالʨه 
1210000A C   810000 وB D  .  
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  الخاتمة .4
 ʛʰʱعǽُ ذجʨʺنʨگ هʻʽالغ الأتلǼة فيॽʺة الألعاب هȄʛʤة ونॽɺاʻʸات الॽاضȄʛا( ال ، ʛنʺاذج أخ ʛʤنȐ

ॽʳات  إسʛʱاتॽمʛاعاة مع )الʺʛʳʱ= ( لؔل لاعʖ )الʶعʛ= (الإسʛʱاتॽʳॽة الʺʲلى  نا لقʙ وجʙ).]3 [ فيمʲلا
ʧȄʛالآخ ʧʽʰاللاعʦاسǼ فʛعǽ دنا ماʙاز ناش" ، ؗʺا حʨنت". ʅॽؗ اʻص، رأيʨʸʵم وعلى وجه الʨلة تقʶسل 

ʝع نفॽʰي تʱال ʛاجʱʺالʱʻʺال ʨ جʝافʻʱاق الॽة داخل في سʻيʙʺب الʱʙيʙʴكʺا اتʹح . أسعارها ʛʳʱم ȑأ ʧم  ʖʳǽ
  .ن حʱى تʨؔ الأسعار أنʖʶ لهالʺʱʶهلʥ حاجॽاتهقʻʱي ǽأن 

 ʧȞʺǽ وصفهالʱي  اʧʽ" Prisoner's dilemmaمعʹلة الʳʶ"لʨʺʻذجي لȄʛʤʻة الألعاب هʲʺ ʨال اال
ومʧ بʧʽ تلʥ الॽʰʢʱقات  ، مʳال تॽʰʢقات نȄʛʤة الألعاب واسع إن.مॼʁʱʶلا ، ونʧʴ نقʛʱحها للʙراسةʶǼهʨلة
  . الإنʶانات سلʨؗدراسة
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