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  ماذا الذي فعلھ ابن التاجر الإيطا�� الغ�� �� إفر�قيا؟

  ةزكية طبّ 

  أستاذة بقسم الر�اضيات، المدرسة العليا للأساتذة، القبة
zkouba.d-zakia.tebba@g.ens 

 
  ت�س�� لساعا وأنت

ً
 ، أو ا��ميلة  �� �ستانٍ من أز�ار ال��جسمتأملا

ً
 متجوّلا

ً
مصر  لأيامٍ �� حضرة أ�رامات  مذ�ولا

س�ب مقنع لوجود �ذا ا عن �ل بحثت يومً ا �سيمفونية بي��وفن ا��امسة، ع�� أمواج البحر مستمتعً  ايً مستلق، أو ةالرا�ع

 نت أك�� سلو تمعّ  �� الطبيعة؟ ر�ما التناسق الغامض
َ
متتالية  ول حخرى أ سرارأم تجد ما لم يجده العلماء وتكشف للعال

 !وما شا���ا �فيبونا��
 

  متتالية فيبونا���� .1

 - أعداد فيبونا����  أو متتالية فيبونا���� ،�� الر�اضيات
ً
 ليوناردو فيبونا���� الإيطا�� إ�� عالم الر�اضيات �سبة

(Leonardo Fibonacci)-  مجموع ا��دين السابق�ن م��ا حد�ل �� متتالية �ساوي. 
  .ا��دول أدناهمعطاة �� �ذه المتتالية ل الأو�� �دودا�

... 15F 14F 13F  12F  11F  10F  9F  8F  7F  6F  5F  4F  3F  2F  1F  0F 

... 610 377 233  144  89  55  34  21  13  8  5  3  2  1  1  0  

 با��د عوضھ�و  0ا��د يحذف البعض تتالية �ما الصفر والواحد، ولكن �ذه المل لانان الأوّ ا��دّ �� �ذا ا��دول 

  .�و مجموع ا��دين السابق�ن لھ يبقى �ل حدّ  ،�� جميع �ذه ا��الاتلكن بالواحد والاثن�ن.  يبدأالآخر  مو�عض� ،1

 
ُ
  فيبونا���� لمتتالية n ذا الرتبة �دّ ا� nF: لو اعت��نا بالطر�قة التالية )nF( فيبونا���� ف متتاليةعرَّ �

ّ
ھ م�ما يكن فإن

n  ي�ت�� إ�� IN ّفإن  

n+Fn+1=Fn+2F 
  مع 

=12F  11=وF  00=(�عت��F(.  

  

�ذا فيبونا����. عَرَّف والمعروف باسم  ،)Leonardo of Pisa( �ي الب� ليوناردو تتالية �سبة إ���ذه الميت سمّ 

  ،لي�� أبا���� عنوانھلھ  م �ذه المتتالية �� كتابٍ العالِ 
ُ
�انت معروفة وموصوفة   �ذه المتتالية، رغم أنّ 1202عام  شر�

 .)Pingala( ب�نغالا قام بھ سنة قبل الميلاد، �� عملٍ  ئت�نام الر�اضيات ال�ندية ��
 

 ماذا �عرف عن فيبـــونا����؟ .2
وُلِد ، 1170و�� عام  إقليم توس�انا الإيطا�� القر�ب من البحر المتوسط، مدنإحدى  ،(Pisa) �� مدينة ب��ا

مم��ّ� بخليط من ذلك الوقت مدينة  . �انت ب��ا ��ليوناردو
ُ
عاش سنوات  .والأتراك واللي�ي�ن والفرس والعرب ن�الإيطالي :الأ

 .بجاية �� شرف ع�� أسواق ب��اوالم غ��اليطا�� الإ تاجر ، ذلك ال(Guilielmo)يلييلمو غمع والده  �� مدينة بجاية تھطفول
مھ مبادئ ا��ساب وا ،ا مثلھلإعداد ابنھ ليوناردو لي�ون تاجرً  ،ضروري �ان من ال

ّ
مفلر�اضيات، أن �عل

ّ
 سل

مھ �ذه ال ابنَھ يلييلموغ
ّ
م عر�ي ُ�عل

ّ
ولع ليوناردو بالأرقام العر�ية، و�ان ذكيا محب�  .علومإ�� معل

ُ
، ولم يلبث أن لر�اضياتا لأ
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م الضرب والقسمة وأجاد�ما
ّ
مھ مُدرِّسھ "سيدي عمر" كما يقول  .�عل

ّ
حسابَ الكسور ع�� أحدث الطرق ال�� �انت  ،عل

درَّس �� 
ُ
م ا��ذور وحلّ المعادلات الر�اضية ال�� �ان  .آنذاك مدارس ا��واضر الإسلاميةت

ّ
مثل  - المسلمون العلماء كما �عل

 .��اف رعوابقد  -ا��وارزمي وغ��ه
إرسالھ �� رحلة عمل إ�� مصر  تمّ  .و�ان �سافر �ش�ل واسع �� ا��زائر ،فر�قياإطفولتھ �� شمال ابن ب��ا أم��� 

عاد إ�� ب��ا واس�ثمر المعرفة ال�� حصل عل��ا من  1200و�� عام  .روف�س الفر�سيةمنطقة بوسور�ا واليونان وصقلية و 

  الذي، (Liber abaci) لي�� أبا����مؤلفھ الش���  أسفاره �� كتابة
َ
نظام العد بم الناطق باللاتي�ية عرّف من خلالھ العال

مستعملة �� العالم �لھ  وال�� أصبحت ، الأرقام العر�يةالعالم الإسلاميمن  نقل فيبونا����، حسبما يُذكر،قد ل .العشري 

 Gerbert of) ج��ب��ت الأور�لا�يالرا�ب الفر����  نقل �ذه الأرقام �ومن قام ب أنّ  ،وقد قيل أيضا .�� العصر ا��ا��
Aurillac) . 

 . ��1202 سنة  ،ا��ساب وا��اسبةالمتخصص ��  أبا��� لي�� صدر كتاب 
ّ
الف��ة ر فيبونا���� �� �ذا الكتاب بتأث

من اليم�ن إ�� ال�سار. و��شر �ذا الكتاب  الكتاب بتحر�ر جزء من قيامُھ، ومما يدلّ ع�� ذلك ال�� قضا�ا �� العالم الإسلامي

يفوق بمراحل النظام الروما�ي المعتمد  قد �ان �ذا النظاملا��ساب العر�ي.  نظامببتعر�ف الأورو�ي�ن فيبونا���� قام 

أن ين�شر بصورة  شديدًا قبل ا�ذا النظام عنتً مع ذلك واجھ . ق جيدا�ذا التفوّ فيبونا����  قد أدركآنذاك �� أورو�ا، و 

 .ةمذ�ل
 

 ھــــــمؤلفات .3
ف و�ناك ،و��� مدي�تھ ب��ا ،إ�� وطنھ الأم إيطاليا 1200عاد فيبونا���� �� سنة 

ّ
كتبھ الأر�عة ال�� اش��رت فيما  أل

ا أن فيبونا���� وأضاف إل��ا من علمھ ال���ء الكث��. علمً  ،حيث نقل وأحيا من خلال �ذه الكتب الر�اضيات القديمة ،�عد

 ل�ذا �ان  ،�عدقد اك�شفت ف��ا الطباعة كن تعاش �� ف��ة زمنية لم 
ّ
 الكتب والطر�قة الوحيدة ل��� باليد،ھ كتبَ  يخط

  .إعادة كتاب��ا مرة أخرى  ع�� ت�ان

قد و . بالر�اضيات اليونانيةمتأثرا فيھ  Practica Geometriaeتحت عنوان  ،��1225 عام  كتابًا�شر ليوناردو 

فيبونا����  ظ�ريُ  ��Flos كتاب . و(Euclid)لأقليدس  الأصول مب�ية ع�� ما جاء �� كتاب نظر�ات  كتابال ان �ذتضمّ 

بحق من خ��اء ا���� والعمليات ا��سابية عدّ �ُ و�و  الثانية.�� حل معادلات ج��ية من الدرجات الأع�� من الدرجة  براعتھ

 عشر. ثالثالعملية �� القرن ال
  

 )1202( لي�� أبا���� كتاب .4
�� الأصل  (و��ال�سعة  ةالأرقام العر�ي ولأول مرة �� بجاية،أنھ �علم �� مدرسة  لي�� أبا���� فيبونا���� �� كتابذكر 

ھ وجعلھ شغوفا الذي أسعده وسلب لبّ  الأمرُ  .علم�ين يمل�ون معرفة كب��ة ��ذا الس�ن متم�ّ من خلال مدرّ  )�ندية

  ومنسعادتھ أك�� من أي ���ء آخر.  اوجد ف��أنھ بالر�اضيات ح�� 
ّ
وذلك  العر�ية،بالثقافة  هر الوا�� �� �ذا الكتاب تأث

  من اليم�ن إ�� ال�سار ع�� عادة العرب �� الكتابة. عدادلأنھ كتب الكث�� من الأ 

عتمد لذي �امن خلال النظام العشري  ،العر�ية-م فيبونا���� الأرقام ال�نديةمن �ذا الكتاب قدّ  �� الفصل الأول 

ومن  .العر�ي أو العشري  رفت �ش�ل واسع تحت اسم نظام العدّ وال�� عُ ، �سعةمن الصفر ح�� الرقم  ع�� الأرقام العشرة:

  المصادر العر�ية. ��رضت �انت مشا��ة لتلك ال�� عُ  ،الكث�� من القضايا والمسائل ال�� ناقش�ا �� �ذا الفصل المؤكد أنّ 

ومع  9 ،8 ،7 ،6 ،5 ،4 ،3 ،2 ،�1ذه �� الأرقام ال�ندية ال�سعة: " ا��ملة التالية:بالأول من الكتاب  يبدأ الفصلَ 

. وترجع أ�مية �ذا الأمر إ�� صعو�ة عدديمكن كتابة ووصف أي  ،(صفر) و�و عر�ي 0ومع الرمز  ،�ذه الأرقام ال�سعة
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 الر�اضيات تحتاج ولا �ذا إذا علمنا أنّ  ،استخدام الأرقام الرومانية �� العد وا��ساب لأ��ا طو�لة وتز�د من صعو�ة الأمر

  ."شك إ�� قدرات خاصة لا تتوفر لدى الكث��ين

 ،مثل أسعار البضا�ع ،تجار ب��ا ناقش فيبونا���� الكث�� من المسائل ال�� �انت ��مّ  ،من الكتاب �� الفصل الثا�ي

  المستخدمة �� دول البحر المتوسط. تتحو�ل العملا ية وكيف ،طر�قة حساب أر�اح العمليات التجار�ة

  إلا أنّ  ،ةالكث�� من المسائل الر�اضي قام بحلّ  �� الفصل الثالث،
ٌ
إ�� اك�شاف ما �انت الس�يل  أش�ر�ا مسألة

من أعظم علماء  عدّ �ُ حيث أصبح  ،لدى كث�� من الناستھ و�� الس�ب �� ش�ر  ،فيبونا���� عداد� فيما �عد بأسّ� أصبح �ُ 

  .�� القرون الوسطىالر�اضيات الغر�ي�ن 
  

  أين نجد أعداد فيبونا���� �� الر�اضيات؟ .4

 .للأعداد الواقعة ع�� أقطار مائلة )Pascal(مثلث باس�ال  ع�� ش�ل مجاميع �� أعداد فيبونا���� تظ�ر
  

  

  

  عداد فيبونا���� �� مجاميع للأقطار المائلة السطحية المب�نة باللون الأحمر �� مثلث باس�الأ

  

، ما عدد طرق كتابة عددٍ  كم معضلة معروفة �� التحليل التوافقي: نا عأيضا جوابً  أعداد فيبونا���� رتظ�كما 

ع�� س�يل . n+1F  . ا��واب �والاثن�نو الواحد من ب�ن  �اار يختيتم الأعداد شرط أن مرتب مجموع  ع�� ش�ل ،nوليكن 

  فإنّ  �ساوي خمسة، n المثال، إذا �ان

.= 8 6F = n+1F  

 
5 = 1+1+1+1+1 = 1+1+1+2 = 1+1+2+1 = 1+2+1+1 = 2+1+1+1 = 2+2+1 = 2+1+2 = 1+2+2.  

 
 
َ
 مَ ت

َّ
أعداد فيبونا����  أنّ إثبات من  )Yuri Matiyasevich( يوري ماتياسفي�ش ن عالم الر�اضيات الرو���ك

 . معضلة �يل��ت العاشرةإثبات   فتح لھ ذلك بابو  ، معادلة ديوفان�يةب فيمكن أن �عرّ 
كتب �ل عدد ��يح طبي�� يمكن أن يُ  �ذا �ع�� أنّ  .المتتاليات ال�املة متتالية فيبونا���� �� مثال عنكما أنّ 

  .واحدة أك�� من مرة�ذه الأعداد مجموع لأعداد فيبونا���� بدون استعمال ع�� ش�ل 
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  �ل �نالك معادلة ��ر�ة للكون؟  .5

 أ .ر�ما لا، ولكن �نالك �عض الأمور الشا�عة جدًا ال�� نجد�ا مرارًا وتكرارًا �� العالم الطبي�� من حولنا
ً

 عدادمثلا

ا مختلفة موجودة �� الطبيعة، من مخروط الصنو�ر 
ً
منح�� صدَفة نوتيلوس إ�� انحناء إ�� فيبونا���� �عكس أنماط

السن�ن، فيمكن العثور عليھ �� النصوص  منذ آلافال�شر قد عرفوا �ذا ال�سلسل العددي  ومن ا��تمل أنّ  .الأعاص��

  .نب��وس رجلٍ بالأرا رتبطاھ الس�سكر��ية القديمة، ولكن

 
 !�وس رجلٍ من العصور الوسطى بالأرانب .6

السؤال التا��: كم عدد أزواج الأرانب ال�� يمكن إنتاج�ا من  لي�� أبا����كتابھ ��  فيبونا���� طرح، ��1202 عام 

تقت��� �ذه التجر�ة الفكر�ة أن تلد إناث الأرانب دائمًا أزواجًا،  مثالية؟زوج واحد من الأرانب �� عام واحد، �� ظروف 

 .ن �ل زوج من ذكر واحد وأن�� واحدةو�ت�وّ 
جة وُ���ك ليت�اثر، مع الأخذ �� ا��سبان سيّ من الأرانب حديث الولادة �� ساحة مُ  زوجٌ و�التفك�� �� الأمر: يوضَع 

، ثم تلد ل الش�ر الأو واحد ��  زوجٌ  �ون لدينالذلك سي .الأقل�رًا واحدًا ع�� بلغ عمر�ا شيالأرانب لا يمك��ا الت�اثر ح��  أنّ 

�تج الزوج الأص�� من الأرانب وعندما يأ�ي الش�ر الثالث، يُ  .زوج�ن من الأرانب نحصل ع��الأن�� �� ��اية الش�ر الثا�ي، و 

إ�� مرحلة البلوغ، و�ذا سي��ك ثلاثة أزواج من ل صِ فيَ ب�نما ينمو �سل�م السابق  ،زوجًا آخر من الأرانب حديثة الولادة

 .الأرانب، اثنان م��ا س�نجبان زوج�ن آخر�ن �� الش�ر التا��
ن�� لدينا تلد زوجًا جديدًا �لّ ش�ر (ذكر وأن��) بدءًا من الش�ر الثا�ي وصاعدًا لنف��ض أنّ 

ُ
السؤال الذي طرحھ  .الأ

  ؟واحد فيبونا���� �و كم زوجًا سي�ون لدينا �عد عام

o .اية الش�ر الأول ي��اوجان لكن مازال �ناك زوج واحد فقط�� �� 
o  و�التا�� ي�ون لدينا زوجان من الأرانب الآن. ،اا جديدً الأن�� زوجً تلدُ �� ��اية الش�ر الثا�ي 
o .اية الش�ر الثالث تلد الأن�� الأم زوجًا آخر ليصبح لدينا با��مل ثلاثة أزواج�� �� 
o  لي�ون لدينا  ،ا�ع تلد الأن�� الأم زوجًا جديدًا والأن�� ال�� وُلدت منذ ش�ر�ن تلد زوج�ا الأوّل أيضا�� ��اية الش�ر الر

 خمسة أزواج.
(�� �ذه  nXسي�ون  n+1عدد الأزواج �� الش�ر  ش�ر فإنّ  �nعد  .من الأرانب ازوجً  nXلدينا  لنتخيل الآن أنّ 

ولكن الأزواج ال�� ستلد �� فقط الأزواج ال�� عمر�ا  .المسألة الأرانب لا تموت) بالإضافة إ�� الأزواج ا��ديدة ال�� ستولد

 و�التّا�� لدينا .زوج nX-1ش�ر ع�� الأقل و�التا�� سي�ون لدينا ع�� الأقل 
1-n+Xn=Xn+1X 

و�متا�عة ذلك  .التا�� عددلتحصل ع�� ال عددينآخر  اجمع بونا����:في عدادوال�� �� ب�ساطة القاعدة الأساسية لتوليد أ

 من الأرانب. ازوج 233ش�رًا (سنة) سي�ون لديك  12ستجد أنھ �عد 
 

  النحل أفضل .7

 
ُ
وع�� عكس النحلة  ،عاملات فقطالإناث �ا�� و  ،� الملكةسّ� �� مستعمرات النحل يوجد أن�� واحدة مم��ة فقط �

تتم ولادة ذ�ور النحل من  � بالنحل الكسول.وذ�ور النحل لا تقوم بأي عمل و�سّ�  .بيضًا �تجتلا  ى فالنحلات الأخر الملكة 

و�ل الإناث تتم ولاد��ا عندما ت�ناسل الملكة مع ذكر  .الذ�ور ل�ا أم ولكن ل�س ل�ا أب ولذلك فإنّ  ،البيوض غ�� الملقحة

 و�التا�� ي�ون ل�ا أب وأم.
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 إ�� ي�ت�� الأمر ��ا ما بًا الإناث غال
ُ
� ال�لام المل�ي والذي سّ� عاملات، ولكن �عض�ا الآخر يتغذى بمادة خاصة �

 عن م�ان جديد لبناء  و�غادر م��ل�ا .تنطلق لبدء مستعمرة جديدة عندما �ش�ل أسرابًاف ،سيجعل�ا مل�ات
ً
(ا��ليّة) باحثة

  .عشّ جديد
 نُ لِ 

ْ
  قِ ل

ً
  ع�� ��رة العائلة لذكر النحل نظرة

ُ
 :� ع��ا بأعداد فيبونا����ع�ّ ال�� �

 .لديھ أم فقط 
  ّلديھ ثلاثة آباء لأجداده حيث جدتھ لد��ا أب وأم وجده لديھ أم و  ،أمھ �ان لد��ا أب وأم أيضًا لديھ جدّان بما أن

  كم لديھ جد لأجداده؟. فقط

 
 ادً مجدّ فيبونا����  عدادأ .8

  . النباتات1.8

 في ف .النباتات عن �سلسل فيبونا���� �� أماكن نمو�ا �عّ�� �عض
ّ
ل ف��ا أغصان الأ��ار أو الأماكن ال�� ت�ش�

�تج ا��ذع الرئ���� فرعًا آخر، فيعطي بذلك ينمو جذعٌ واحد ح�� ي�تج فرعًا، ما ي�تج عنھ نقطتا نمو، ومن ثم يُ  ،تنقسم

و�ستمر �ذا  .نقاط ةإضافيت�ن، و�ذلك يصل ا��موع إ�� خمس�تج ا��ذع والفرع الأول نقط�� نمو ثم يُ  .نقاط نمو ةثلاث

  فيبونا����.  متتاليةالنمط من النمو متبعًا 

 متتالية حدودالإجما�ّ� �و أحد  العدد ز�رة ما، فغالبًا ما ستجد ��إضافة إ�� ذلك، إذا قمت بحساب عدد البتلات 

، ي�ون لز�ر الزنبق والقزحية (السوسن) ثلا  .فيبونا����
ً

، بتلات خمسلد��ا ث بتلات، أما ا��وذان والورود ال��ية فمثلا

 إ��. ،لدلفي�يوم ثما�ي بتلاتلو 
أنّ ف�ذا بالتأكيد لا �ع�� فيبونا����،  متتاليةت�بع  ،�عض بذور النباتات والبتلات والفروع وما إ�� ذلك غم أنّ ر و 

ع�� �ائن ما لا �ع��  لأعدادية تطبيق سلسلة من او�م�ان .ي�بع متتالية فيبونا���� �ل الأشياء �� العالم الطبي�� نموّ 

إذ  .بالواقع، كما �و ا��ال مع ا��رافات العددية، مثل موت المشا��� �� مجموعات ثلاثية �ذه الأعداد بالضرورة ارتباط

 .لا يتعدى الأمر �ونھ صدفة�� �عض الأحيان 
بما يكفي لإثبات  لك��ا تظ�ر، فيھ فيبونا���� �� الطبيعة مبالغٌ  عدادان�شار أ الاعتقاد بقد يجادل �عض�م بأنّ و 

الطر�قة ال�� تنمو ��ا النباتات  ملاحظةو�مكن اك�شاف �ذا ب .أ��ا �عكس �عض الأنماط ال�� تحدث بصورة طبيعية

موعة البذور و�النظر إ�� مج .رؤوس البذور وأ�واز الصنو�ر والفواكھ وا��ضراوات :ومن الأمثلة ع�� ذلك .ا��تلفة

ستلاحظ ما �شبھ الأنماط ا��لزونية المنحنية إ�� ال�سار واليم�ن بصورة مث��ة  مثلا، الموجودة �� وسط ز�رة عباد الشمس

 ع��قسّم اللوالب �سارًا و�مينًا وستحصل  .فيبونا���� متتاليةو�ذا قمت بحساب �ذه اللوالب، فستحصل ع��  .للد�شة

فيبونا����  متتاليةاط ا��لزونية �� أ�واز الصنو�ر والأناناس والقرن�يط سوف �عكس أيضًا وعند فك رموز الأنم .متتالي�ن

  .��ذه الطر�قة

 
  . العواصف2.8

و�مكن اك�شاف �ذا بالتحقق من �سب  .فيبونا���� متتالية ة الأعاص�� والعواصف الرعديةغالبًا ما ت�بع أنظم

  .فيبونا���� الوا��ة عندما يتصاعد الإعصار ع�� شاشة رادار الطقس

  

  ا��سم ال�شري . 3.8

 فاحصة ع�� نفسك �� المرآة
ً
: واحد واثنان وثلاثة عدادمعظم أجزاء جسمك ت�بع الأ  ستلاحظ أنّ  .ألق نظرة

  .وخمسة
ٌ

و�مكن أيضًا تقسيم �سب جسم  .وعينان وثلاثة أجزاء ل�ل طرف وخمسة أصا�ع �� �ل يد واحدٌ  لديك أنف
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  34 ـوت�بع جز�ئات ا��مض النووي �ذا ال�سلسل، إذ تقاس ب .لل�سبة الذ�بيةالإ�سان وقياساتھ وفقًا 
ً

أنجس��وم طولا

  .أنجس��وم عرضًا ل�ل دورة �املة من الالتفاف المزدوج 21و

 
 فيبونا����؟ متتاليةلماذا �عكس العديد من الأنماط الطبيعية  .9

 
ّ

وقد  .ن �ذا الا�ع�اس قد ي�ون �� �عض ا��الات صدفة فقطأر العلماء �� �ذا السؤال لمئات السن�ن، إذ فك

�� حالات أخرى لأن نمط النمو �ذا تطوّر ل�ونھ الأك�� فاعلية، �أن تتعرض أوراق النباتات ا��ا�عة  بيةالذ� ال�سبةجد او تت

 .�� اتباعھ لأق��� �عرض للضوء أو أق��� ترت�ب للبذور 
 تذكر�عض الكتب  رغم أنّ إذ �� الفن والعمارة، متواجدة فيبونا����  متتالية تأقل فيما إذا �ان وضوحو�نالك 

ال�سبة و فيبونا����  متتالية��، والبارث�نون، إضافة إ�� �عض لوحات ليوناردو داف����، صُممت باستخدام ال�رم الأك نّ أ

 أن الذ�بية
ّ

 .عند الاختبار تدُحض �ذه الفرضية، إلا
 

**** 

 

 

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1 597, 2 584, 4 181, 
… 

.0فيبونا���� ال�� تنطلق من العدد متتالية   

 

**** 

 

 
 

ن ال�سبة تق��ب إية فلمن نفس المتتا لذي يليھاع�� العنصر  ن قسمة عنصر من متتالية فيبونا����أ�� البيان لاحظ 

  ! و�ذه القيمة �� ال�سبة الذ�بية ،فقي المتقطعلأ من ا��ط ا


