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  مقدمة .1

 
ُ
 وحلّ  توا�عقو�ة لدراسة الالر�اضية الدوات الأ  من أ�م (Sobolev) فسو�ولا وفضاءات  اتالتوز�ع عت���

طرق التفاضل تطبيق ف��ا  يمكن�� ا��الات ال�� لا خصوصا  ة،ا��زئي التفاضلية التفاضلية والمعادلات عادلاتالم

دورًا أساسيًا �� العديد من مجالات الف��ياء  ؤديتإ��ا أو عندما ي�ون �ناك صعو�ة �� التطبيق.  ،والت�امل التقليدية

 
ً

  .التحليل العدديب امرورً  ، إ�� مي�اني�ا الكمالر�اضية، بدءًا من نظر�ة الموجات وصولا

المستمرة  توا�عمن ال أعمّ �ائنات ر�اضية  استعمالمن خلال  توا�ع،ع�� توسيع مف�وم ال ات�عمل نظر�ة التوز�ع

ذات  غ���ا من ال�ائنات الر�اضية وتوا�ع متقطعة (درجية مثلا)، أ. يمكن أن �شمل التوز�عات للمفاضلةأو القابلة 

  .�ةختبار لا ا المعرفة ع�� ما �س�� بفضاء التوا�ع ستمرةالم�طية ا� الأش�ال بأ��ا. يتم �عر�ف التوز�عات خصائص معينة

، صقالة الدوال وفق مف�وم أوسعال�� �سمح بقياس  التوا�ع�� فضاءات ف ،فلا فضاءات سو�و أما فيما يخص 

 ولاففضاءات سو� . يتم �عر�فللمفاضلة بالمف�وم التقليديبالضرورة مستمرة أو قابلة  لا ت�ون ال��  التوا�ع تلك �شمل

 W k,p فع�� وجھ الدقة، تتضمن فضاءات سو�ولا و . ا��زئية للتوا�عشتقات المعن طر�ق إدخال معاي�� تأخذ �� الاعتبار 

 (Lebesgue)  لو�يغ فضاءمنتمية إ��  ات)التوز�ع (وفق مف�وم k ةح�� الرتبالأو��  ا��زئية مشتقا��ا ت�ون  ال�� التوا�ع
.Lp  

  

  البداية من الف��ياء وال�ندسة .2

الأمثلة حول سلسلة من �� كتابھ الش��� "نظر�ة التوز�عات"  (Laurent Schwartz) لورنت شوارتز مقدّ 

ا لظ�ور �ذه النظر�ة فيما مما جعل�ا إر�اصً  ،ة التوز�عاتبواسط تفس���ا ر�اضياال�� تم  الف��يائية والنظر�ات سائلالم

شوارتز بتطو�ر نظر�ة التوز�عات عن  ورنت، قام ل1949و ��1945 السنوات ب�ن ": (De Jager)ر غدي جا�عد. يقول 

قيق لعمل العديد من الكتّاب الذين استخدموا بالفعل مف�وم التوز�ع بطر�قة د تأس�سو�عميم و  تركيبطر�ق تقديم 

 مع مسا�ما��م ارتباطر�اضي�ن وف��يائي�ن تم توج���م إ�� استخدام التوز�عات ��  نجدمن ب�ن �ؤلاء  ا،ضو أك�� أو أقل غم

  ".�� الر�اضيات التطبيقية والف��ياء النظر�ة

الرموز  لتلكبال�سبة  الرمزي  ل��ساباق��ح قواعد قد  (Heaviside) �يفسايد�ان ، 1894و ��1893 عامي 

الرمز�ة �عمل �ش�ل جيد بال�سبة للم�ندس�ن  ية�سابقواعد ا�ذه ال�انت �الف��ياء الر�اضية.  مسائل المستخدمة ��

  .دائما دقيقة من الناحية الر�اضية م تكنطاق واسع، ولك��ا لالذين �ستخدمو��ا ع�� ن

، 1926ب�شر مقال �عنوان "تفس�� ف��يا�ي للديناميات الكمية" �� عام  (Dirac) ديراك�� �ذا السياق، قام 

عند  0مجموعة الأعداد ا��قيقية، يأخذ القيمة  عرف ع��تا�ع م عنھ إنھقال و   ـ ب لھ ز و الش��� المرم المقدارم حيث قدّ 

فإنھ بالإضافة إ�� ذلك، . �1ل عدد حقيقي غ�� معدوم، ومع ذلك ت�املھ ع�� مجموعة الأعداد ا��قيقية يأخذ القيمة 

مع ا���اب  jت�امل جداء التا�ع  فإنّ  ،aمصقول بالقدر الذي نر�د، ومن أجل �ل عدد حقيقي  jمن أجل �ل تا�ع 

.  بتعر�ف المشتقات المتتالية لـ ع�� �ذا النحو راك أيضًايقام د .(�)�jعطي القيمة  aديراك عند  δ  
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  مفارقة ر�اضية .3

يغ �إذا اعت��نا القياس المستخدم �و قياس لو  ؛كتابة �ائن ديراك ع�� النحو المذ�ور آنفا تبدو غ�� منطقية إنّ 

، فضلا ع�� أن ت�ون قيمة ت�امل جدائھ مع تا�ع أخرى 1التا�ع منعدم شبھ �ليا و�ذا يناقض �ون ت�املھ �ساوي  فإنّ 

  �ساوي قيمة غ�� منعدمة.

�ذه الكتابة يمكن اعتبار�ا ��اية  ومن أجل ا��روج من �ذا المأزق فقد ذكر إنّ  .لقد اع��ف ديراك نفسھ ��ذا

متتالية تق��ب من تق��ب من الصفر. يمكننا إ�شاء �ذا النوع من المتتاليات بأخذ لتوا�ع تأخذ أش�الا محددة تجعل�ا 

. لا يمكننا تطبيق 1عند بقية القيم ا��قيقية، مع جعل ت�امل�ا يأخذ القيمة  0بالضبط، ب�نما تق��ب من  0اللا��اية عند 

يجاد الدالة القابلة للم�املة والم�يمنة ع�� نظر�ة التقارب بال�يمنة للو�يغ ع�� �ذه المتتالية نظرا لعدم تمكننا من إ

. �ذا الأمر يفسر لنا عدم احتفاظنا بقيمة �0ون ا��واد العليا للمتتالية تق��ب من اللا��اية بجوار �س�ب ، عناصر�ا

ن أجل المرور ن ضرورة وجود الدالة الم�يمنة مو�ذا من ب�ن الأمثلة الش���ة ال�� تب�ّ  .الت�امل للمتتالية عند المرور لل��اية

  .�� �ذا المقاللل��اية تحت إشارة الت�امل، و�ذا لھ مجال آخر ل�س مقصودا 

بمواصفات معينة (نف��ض�ا �نا مستمرة) فإنھ يمكن المرور إ�� ال��اية تحت  jومع ذلك فإنھ عند اختيار دالة 

إشارة الت�امل والوصول بالتا�� إ�� �ائن ديراك (يمكن الرجوع إ�� مقدمة الكتب ا��تصة بالتوز�عات لمز�د من 

  التفاصيل).

  

  الدوال والقياس والتحليل التا��� .4

فيليكس  ذكر ب�نما التحليل،قرن نظر�ة أنھ القرن التاسع عشر ب (Volterra) فولت��ا ، وصف��1900 عام 

و�ذا ما يدعونا إ��  .التحليل التا��� � القرن العشر�ن قرن من المناسب أيضًا أن �سّ�  بأنھ (Felix Browder)  راودرب

إلقاء نظرة ولو خاطفة حول نظر�ة التوا�ع والتحليل التا���، لا سيما وأ��ا مرتبطة ارتباطا وثيقا بفضاءات لو�يغ 

  وسو�ولاف وال�� نجد للتوز�عات حضورا كب��ا ف��ا.

إ�� الدرجة ال�� يمكن أن �عت�� ف��ا  وع�� الرغم من الارتباط الوثيق ب�ن نظر�ة التوز�عات والتحليل التا���

لتحليل التا���، لالناظر لل�سلسل التار��� للتوز�عات لا يجد كب�� أثر  ا من التحليل التا���، إلا أنّ نظر�ة التوز�عات جزءً 

  مما �ع�� أنھ يمكن إ�شاء التوز�عات باستخدام مقار�ات مختلفة.

ت�امل ونظر�ة اللتحليل الكلاسي�ي: حساب التفاضل و من فرع�ن من ا التا���جاء دافع تطو�ر التحليل 

 .(Fréchet) فر�شيھ، حيث ابتدأ الفرع الأول مبكرا و�لغ ذروتھ من خلال أطروحة الدكتوراه لصاح��ا المعادلات الت�املية

المسماة "مبادئ نظر�ة عامة �� المعادلات الت�املية ا��طية" أحد أ�م الأعمال  (Hilbert) �يل��تب�نما �انت أعمال 

وفولت��ا �� �ذا  (Fredholm) فر�د�ولمدون أن ن���� مسا�مات  .المم��ة ال�� سا�مت �� تطور الفضاءات الشعاعية

 (Riesz) ر�س، بالإضافة إ�� (Schmidt) شميدتا��ال. لقد ظ�رت فضاءات �يل��ت بفضل �يل��ت نفسھ وكذا 

  .(Fischer) ف�شرو 

ك�شف حيث ا. ا��طية المستمرة مجموعة من نظر�ات التمثيل التوا�ع�انت أو�� النتائج المث��ة �� نظر�ة 

ع�� فضاء التوا�ع المستمرة ع�� مجال بأ��ا ��ايات  ا��طية المستمرة ش�الالأ  اعتبارأنھ يمكن  (Hadamard) ماردا�اد

 - لمتتاليات تا�عية ع�� �ذا الفضاء. قام ر�س بتحس�ن �ذه التمثيلات �� النظر�ة المسماة بنظر�ة التمثيل لر�س (ر�س 

  ف�شر)، وال�� تم تطبيق�ا ع�� فضاءات لو�يغ.
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ينة ع�� أ��ا أش�ال خطية مستمرة ع�� الفضاء إن نظر�ة التمثيل المذ�ورة آنفا سمحت لنا باعتبار قياسات مع

K(IR)  رادون للدوال المستمرة والمعدومة خارج م��اصات، و�� المسماة بقياسات (Radon) النواة الأو�� �� تقديم ،

  التوز�عات.

  

  شوارتز ومف�وم التوز�ع .5

تطبيقات ر�اضية مع والتفاضل وتحو�ل فور�يھ  تا�ع�عنوان "�عميم مف�وم ال مقالا ��1946 عام  شوارتز�شر 

وذلك باعتباره قياس رادون ع�� النحو الذي تم ذكره  ديراك�ائن الطر�قة ال�� يمكن ��ا العثور ع��  فيھأبرر ، وف��يائية"

  تا�عا و�نما �و قياس لرادون.�ائن ديراك ل�س  و��ذا أو�� شوارتز أنّ  .�� الفقرة السابقة

ولكن �ذه المشتقات ل�ست  .لتعر�ف المشتقات المتتا�عة لقياس ديراك ذا��ان أنھ يمكن اتباع الطر�قة كما ب�ّ 

و�نما �� فضاءات  K(IR)فضاءات التوا�ع ال�� �عرف عل��ا الأش�ال ا��طية ل�ست الفضاء  قياسات لرادون، إذ إنّ 

  ائيا وتنعدم خارج م��اص.لتوا�ع قابلة للاشتقاق لا��

� شوارتز عناصر ا��موعة الم�ونة من التوا�ع (ال�� تحقق شروطا معينة)، وقياسات رادون ومشتقا��ا باسم سّ� 

تنعدم خارج م��اص، والذي و  ، و�� أش�ال خطية مستمرة ع�� فضاء التوا�ع القابلة للاشتقاق لا��ائيا،"التوز�عات"

  ة.�سميھ فضاء التوا�ع الاختبار�

  م شوارتز �عر�ف�ن أساسي�ن:قدّ 

، قابلة للاشتقاق لا��ائيا، وتنعدم خارج مجموعات من  Uتوا�ع المعرفة ع�� مفتوح ال لفضاء نرمز بـ  .1التعر�ف 

  م��اصة. �ذا الفضاء مزود بطبولوجيا معينة.

  . � �ومستمر ع ش�ل خطي �ل Uع�� " ا�س�� "توز�ع .2التعر�ف 

مطلع ، وذلك �� (ضمن جزءين) "نظر�ة التوز�عات" بـ �ل ما يتعلق ��ذه المفا�يم �� كتابھ الش��� �شر شوارتز

  لتتوا�� �عد�ا الأبحاث �� �ذا ا��ال وتتوسع �ش�ل م��وظ. .ثم أعيدت طباع��ما مرارا من القرن الما��� ا��مسي�يات

  

  مبدأ دير�خليھ وأشباه المشتقات .6

الذي ينص  (Dirichlet) ليھخدير�جد مبدأ ن��ساب التغ��ات الكلاسي�ي  و��الأ ب�ن النتائج من �� سياق آخر، 

  : ع�� ما ي��

∫ يري االت�امل التغ إنّ  |Ñu|���
W

 W حيث  C1(W) ت�ت�� إ�� مجموعة التوا�ع من الصنف uباعتبار حدًا أد�ى  قبلي 

  .  IRnمن دودومح ��ابط�و مفتوح م

 ذكر ��1870 عام  بل إنھ .عت��بدون تفس�� ر�ا��� م (Riemann) ر�مان�ذا المبدأ تم استخدامھ من قبل 

  .ل�س دائمًا مضمونًا �ذه الدوال ا��ديةوجود  أنّ  (Weierstrass) ��اسشر ياف

وذلك من أجل التوا�ع المنتمية  من قبل �يل��ت ��1900 عام  فقد �ان ليھخدقيق لمبدأ دير� بر�انأول  أما

C(W�)للفضاء  ∩ C�(W) ل�ا أثر، وال�� g حافة  ع�� W . ات فضاء�� تطو�ر فكرة الأو�� �طوات ا� و�و ما �عت��

حل  ، إذ إنّ (Poisson) بواسون بمسألة حدية مرتبطة بمعادلة ليھ خدير� أنھ �� وقت لاحق تم ر�ط مبدأ حيث ،فسو�ولا 

  �ذه المسألة �و حد أد�ى لت�امل الطاقة لدير�خليھ.

 ليفي ب�بو�ن �� بداية القرن الما��� م��م: اتيونظرا لأ�مية �ذا المبدأ فقد اشتغل عليھ عدد من كبار الر�اضي

(Beppo Levi) ،فو�ي�� (Fubini) ،تونيل�� (Tonelli) ،ني�وديم (Nikodym) ،فر�دير�ك (Friedrichs) ،ر�ليخ 

(Rellich) .وغ���م  

n
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 حول "المعنونة  تھ�� مقالحيث ذكر  ،مصط�ً�ا جديدًا و�و "شبھ المشتق" (Leray) ل��ي ، قدم ��1934 عام 

المف�وم  ه إ�� أنّ �عر�فا للمشتق الضعيف �س�ند إ�� علاقة الم�املة بالتجزئة الش���ة. ننوّ  الفضاء" ع��لزج  ما�عحركة 

  ا قد شاع فيما �عد تحت اسم "المشتق الضعيف".ف آنفً المعرّ 

  

  فضاءات سو�ولاف  .7

��اية �� الفضاء ال�� �عرف ع�� أ��ا و ، مواج�لول العامة لمعادلة الأ حول ا�ف نظر�ة ، قدم سو�ولا ��1935 عام 

L1  الصنفل��لول من C2  .توا�ع المستمرة ع�� مجموعة ال التا�عياتمف�وم سو�ولاف �� �ذا الإطار م قدّ و ل�ذه المعادلة

��ذا ي�ون و  .")الرتبة ا��دودةلاحقًا بـ "التوز�عات ذات  عرفت �ذه التا�عيات( القابلة للمفاضلة باستمرار ح�� رتبة معينة

  .زائدية��موعة واسعة من المعادلات ال ول وجود حلحول أعلن نظر�تھ قد 

ات ال�� سُميت فيما كذا الفضاءلمشتقات الضعيفة و ا �س�� باف �عر�فًا وا�ً�ا لمم سو�ولا ، قدّ ��1938 عام و

�Lوال�� رمز ل�ا بالرمز  فسو�ولا  بفضاءات�عد 
n ثم تطور فيما �عد إ�� الرمز ،W�

Wا��ا�� �م��، و�و أقرب إ�� ال��
�,�. 

  ت القرن العشر�ن.�سرعة كب��ة ابتداءً من خمسي�يا البحث �� �ذه الفضاءات وما يتعلق ��اوتطور 

 
ُ
 ومن أش�ر الكتب ال�� أ
ّ
�� �ذا ا��ال نجد كتاب آدامس  �� مطلع السبعي�يات من القرن الما��� فتل

(Adams) ) "المعنون "فضاءات سو�ولافSobolev spaces ( ّم �عر�فات وخصائص ل�ذه الفضاءات اعتمد والذي قد

الذي عنوانھ "التحليل التا���"  (Brezis)نذكر كتاب بر�ز�س  الكتب ا��ديثةعل��ا جل من كتبوا �� �ذا الميدان. ومن 

)Analyse fonctionnelle،( ة لغات م��ا إ�� عدّ  �ذا الكتاب وقد ترجم .الم�شور �� الثماني�يات من  القرن العشر�ن

  ل��ية.�العر�ية والإن

  

  سو�ولاف وشوارتز وآخرون .8

 نالإجابة ع ولاف �� الوحيدة �� �ذا ا��ال؟ و�ل أخذ أحد�ما عن الآخر؟ إنّ ��ل �انت أف�ار شوارتز وسو 

  �ذه الأسئلة تحتاج إ�� دراسة معمقة لا تحتمل�ا �ذه ال��الة، ولكن من المناسب ذكر �عض الومضات حول �ذا.

ظ�رت أعمال شوارتز وسو�ولاف �� زمن متقارب (ما ب�ن ثلاثي�يات والأر�عي�يات من القرن الما���)، وذلك ضمن 

�ناك من يؤكد ع�� وجود مراسلات  بل إنّ  .إ�� حد كب�� مقار�ت�ن تبدوان مختلفت�ن، لك��ما تؤديان إ�� نتائج م�شا��ة

بي��ما رغم ا��اجز الذي وضعتھ ا��رب الباردة ب�ن الشرق (سو�ولاف وعلماء المعسكر الشر��) والغرب (شوارتز وعلماء 

  �ن.يات�ذا التقسيم جغرا�� لا يلامس الانتماء العقائدي ل�ؤلاء الر�اضي مع الإشارة إ�� أنّ  ،المعسكر الغر�ي)

التعمق �� الإطار ا��رد لنظر�ات التحليل التا��� ظ�ر نظر�ة شوارتز للتوز�عات أنھ لم يكن من الضروري ت

من الأف�ار والنظر�ات المستمدة  كث��اومع ذلك استفادت نظر�ة شوارتز  المتعلقة بالفضاءات الثنو�ة رغم اشتغالھ ��ا،

ا��اجة إ��  دون  خاصةأنھ يمكن بناء التوز�عات وتطبيق�ا �� حالات  ف، فيظ�ر أيضًا. أما عمل سو�ولا �ذا التجر�دمن 

أيضًا من الأف�ار العامة  اةمستوح أعمالھ تظ�ر و�أ��ا فإنّ  ومع ذلك التعمق �� الفضاءات الثنو�ة والأش�ال ا��طية،

  .�ذه الأخ��ةحول 

�عم، يمكن ذلك، و�� الواقع تم ؟ نظر�ة الفضاءات الثنو�ة�ل �ان يمكن تطو�ر نظر�ة للدوال المعممة بدون 

 اق��ح تول�و�كو�� �ذا السياق، ف وشوارتز. مختلفة عن توز�عات سو�ولا بطر�قة  تطو�ر مثل �ذه النظر�ات

(Tolhoek) م شوارتز طر�قة ثالثة من خلال بحثھ �� �ذا كما قدّ  ،�ن من تلك النظر�ات البديلة، ولك��ا لم ت�شرتاث�

نظر�ة إحدى �ذه النظر�ات الثلاث البديلة السائدة لو لم تكن  من ا��تمل أن تصبحومن يدري فقد �ان . ا��ال

  الفضاءات الثنو�ة متطورة أثناء تلك الف��ة؟
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 التوا�عاه "حول ما سمّ  1930 �شر سلسلة من المقالات بدءًا من عام (Fantappiè) فانتا�ي�ش�� أيضا إ�� أن 

ت�شابھ نظر�ة فانتا�ي ". التحليلية وتطبيقا��ا التوا�عتم تضم�ن العديد من أف�اره �� مؤلفھ "نظر�ة وقد التحليلية". 

ع�� التحليل الفع��. ومع ذلك، �ناك  التوا�عالتحليلية ونظر�ة شوارتز للتوز�عات �أمثلة لتطبيقات لنظر�ة  توا�علل

ا، �� ح�ن �ان �دف التحليلية تجر�ديً  التوا�علفروق ا��و�ر�ة ب�ن النظر�ت�ن. �ان �دف فانتا�ي �و دراسة العديد من ا

  .شوارتز �و توسيع مف�وم الدالة
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