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م الأعجمية يستعمل النصّ الحروف العربية الإضافية الآتية 

َ
 : في كتابة بعض أسماء العَل

 .(ou)، و  (o)، و(e ،eu ،œ، ...(، ۆ )é  ،è  ،e(، ٻ )v(، ڥ )g) (، ڤpپ)

وصف    تمّ . لم يعرفه الإنسانالجانب    ل سطح أحاديّ أوّ   وبوس وهبمو   شريطمختصرة على    ةلمح   المقال   قدّمي

الجانب    حو السطخصائص   عشر.  حتىّ أحادية  التاسع  القرن  الم   منتصف  ذلك  شعبية  استمرّ   حينن  السطح ت    هذا 

   والسحر.والموسيقى   والهندسة والعلوم والفنّ وأصبح جزءًا لا يتجزأ من الرياضيات  وتطبيقاته في النموّ 

   شريط موبيوس  .1

عن  ه  صناعة نموذج ل  هولةبس مكن  يواحد،    دّ بجانب واحد وبح سطح  هوبيوس(  مو أو عصابة  )شريط موبيوس  

 ،  شريطشكل  ورقة على    صّ طريق ق
 
ل، ثم  درجة180  نصف دورة أي    هذا الشريط  أحد طرفي  ديرن

 
  هذا الطرف بالآخر   صق ن

  . (1الشكل )  واحدبوجه شريط  نحصل علىل

: إما في  الدورةنوعان من شريط موبيوس اعتمادًا على اتجاه نصف   في الفضاء الإقليديّ لدينا  يكون  في الحقيقة  

 اتجاه حركة عقارب الساعة، أو عكس اتجاه حركة عقارب الساعة. 

 
 1الشكل 

https://sites.google.com/site/espacemathematique/Home
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  تمّ 
ّ
 إثبات ( 7)المرجع را مؤخ

ّ
نسبة طول   كون ات يجب أن ت من الطيّ  على شريط لموبيوس خال   كي يحصل المرءه ل أن

.  أكبر من  رضهع  إلى    شريطال موبيوس   شريط3  الناتج من شريط نسبة طوله إلى عرضهدعى شريط موبيوس  ي     3

ث
ّ
  منظره العلوي  لأنّ  يّ المثل

ّ
 .(2الشكل ) الأضلاع قايسمت ث مثل

  
 أحمر والآخر أزرق(  المستطيل الورقيّ   ي  )أحد جانبَ  2الشكل 

اكتشاف ي   مستقلّ   عزى  بشكل  موبيوس  الألمانيي  الرياضياتيي    إلى  شريط  فڤأو  نن  وجون  ر ٻست  موبيوس،  ديناند 

 1858 عام ڨ نديكت ليستينٻب
ّ
 ه ظهر قبل ذلك في حقب مختلفة من التاريخ. ، مع العلم أن

توليد شريط موبيوس بقطعة مستقيم   ثابتة وتخضع لدوران منتظم  )طوپولوجية(  مركزها يمسح دائرة    يمكن 

 (.  3الشكل مركزها ) درجة حول  180قياسه 

  
 3الشكل 

 
ّ
 ل ذلك رياضياتيا في الخطوات الآتية.يتمث

ثلاثيّ  الفضاء  في  ومتجانس  نأخذ  متعامد  بمعلم  المزوّد  بــ  ،البعد  تجاوزا  إليه  والدائرة     ،Oxyzنرمز  المستقيم  قطعة 

 فتين على التتابع بالتوسيطين   المعرّ 

( ,0,0),s s b s b−      و,( ),n 0 2cos , si 0t r t r t t  . 

 ف بالمصفوفةرّ وهو مع  Oyحول المحور   0.5tقياسه  الذي دوران  النجري على القطعة 

cos0.5 0 sin 0.5

0 1 0

sin 0.5 0 cos0.5

t t

t t

− 
 
 
 
 

 

 فنحصل على التوسيط   

( )( , ) cos0.5 ,0, sin 0.5s t s t s t. 
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ب )أو  نجري على هذا التوسيط    العموديةالمعرّف بالمصفوفة  ( نسحابلااالسح 

0

0

r 
 
 
 
 

 

 لينتج التوسيط  

( )( , ) cos0.5 ,0, sin 0.5 .s t r s t s t+ 

 والمعرّف بالمصفوفة  Ozحول المحور    tقياسه   الذي  الدوران ، هذاالتوسيط الناتج أخيرا على  نجري 

cos sin 0

sin cos 0

0 0 1

t t

t t

− 
 
 
 
 

 

 لشريط موبيوس الآتيفنحصل على التوسيط  

( ) ( )( )( , ) cos0.5 cos , cos0.5 sin , sin 0.5 ,s t r s t t r s t t s t+ + ,0 2 .s b t     

 قة بوالذي يأتي من تركيب التحويلات السا

.

cos sin 0 cos0.5 0 sin 0.5

sin cos 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 sin 0.5 0 cos0.5 0

x t t r t t s

y t t

z t t

 − −        
         

= +         
                  

 

    هو أنّ    Oyلقياس الدوران حول المحور     0.5tاختيار    من   غرضال
ّ
 جدة يالقطعة المول

 
نصف دورة فقط حول    جريَ ب أن ت

 . هةوجّ دائرة المال على  ةملكا ابل دورةمركزها مق

t    المنحنياتفي المقابل، إذا كان لدينا توسيط من هذا الشكل فإنّ   t=   هي بالفعل قطع مستقيم    اثابت   sالوسيط  مع بقاء   0

)تربط بسرعة منتظمة النقطتين   ), –t b0  و( ). ,  t b0 هو إذن   هنا طول هذه القطعb2. 

ق بـ
ّ
0s المنحني المتعل 0zفي المستوي ذي المعادلة    2r   دائرة قطرها  = ل مسار مركز القطع. =

ّ
 ، وهي تمث

أنّ  1b  دون الإضرار بالعمومية، يمكننا أن نفترض  نصف دورة    يّه ل  عن طريق إلصاق شريط بعدَ   نشاءالإ  .=

ص في
ّ
 لك استشالم "طارة تطبيق"شريط موبيوس هو  القول إنّ  يتلخ

   –1,1 –1,1 ,   – ,x x→ 

الج  أنّ    أي   قسمة  حاصل  هو  موبيوس  داء  شريط    –1,1 0,1      التكافؤ علاقة  )وفق  ) ( )0. ,1 – ,x x  شريط ف

ف  إذن  هو  موبيوس   ج    مستقيمقطعة    وليفته دائرة    ته قاعدملي  يا 
ّ
محل ليس  و دائرة    داءوهو  مثل    شموليا قطعة، ولكن 

 .  الأسطوانة

 ( 4الشكل غير قابل للتوجيه ) شريط موبيوس
ّ
   pنقطةفي على السطح  Nإذا أخذنا شعاعا متعامدا  ه  بمعنى أن

سيعود السهم المنحني الذي يشير    ، بمعنىً آخر.  −Nفسيأخذ الاتجاه     ،   pى يعود إلى  كناه باستمرار حول السطح حتّ وحرّ 

)حركة  اتجاه    إلى الساعة  يشير  ↻عقارب  كسهم  اتجاهإلى  (  )  حركة  عكس  الساعة  ه  (،↺عقارب 
ّ
أن شريط    أي   داخل 

هذه هي علامة  و من المستحيل تحديد ما يعنيه أن تكون في اتجاه عقارب الساعة أو عكس اتجاه عقارب الساعة.    موبيوس،

 يحوي شريطا لموبيوس.إذا وفقط إذا كان  غير قابل للتوجيه  ا ما يكون نشير بالمناسبة أنّ سطح. هالتوجيعلى عدم قابلية 
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 4الشكل 

 موبيوس المتعدّد  شريط    .2

الحصول عليه عن طريق التدوير المنتظم لقطعة ذات    د، هو السطح الذي يتمّ ، شريط موبيوس المتعدّ بشكل عامّ 

عامّ  بشكل  أو  دورة،  بدوران نصف  دائرة  ثابت حول  فرديّ ب،  طول  هي  انص أمن    عدد  المختلفة  النطاقات  هذه   ; دورة  ف 

3في    (non isotopes)  نوةص  غير  ها  ، ولكنّ مستشاكلة
Rأي أ ، 

ّ
  من واحد إلى آخر، ولكلّ   الانتقال بشكل مستمرّ نا لا نستطيع  ن

 .مرآة لبعضها البعض ر  ، صوَ صنويّةمن ال  صنفان، هناك ةف دور انص أعدد من  

 بالتوسيط دالمتعدّ  موبيوس شريط فر  يع

( ) ( )( )( , ) cos0.5 cos , cos0.5 sin , sin 0.5 ,s t a s mt t b s m t t s m t+ + 

0,و فرديّ عدد صحيح mحيث   2s b t     ( 5الشكل).   

              
 5الشكل 

 شريط موبيوس الدائريّ  .3

 وهو معرّف بالتوسيط)مستوية بالطبع( هو شريط لموبيوس حدّه دائرة ( 6الشكل ريّ )شريط موبيوس الدائ

( )( , ) ( , ), ( , ), ( , )s t x s t y s t z s t  

 حيث 

2 sin cos2
( , )

2 2 cos sin 2 sin sin 2

2(cos sin sin sin 2 )
( , )

2 2 cos sin 2 sin sin 2

2 cos cos
( , ) .

2 2 cos sin 2 sin sin 2

a s t
x s t

s t s t

a s t s t
y s t

s t s t

a s t
z s t

s t s t

−
=
− + +

−
=
− + +

−
=
− + +
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 6الشكل 

 سطح موبيوس   .4

 مسطح موبيوس هو سطح  
ّ
حول أحد  هو الآخر  ناتج عن دوران مستقيم في مستو يدور    نشرر غير قابل للسط

 . ()ا( 7الشكل ) الأوّل  ضعف سرعة المستقيم تساوي  بسرعة زاوية  اتهمستقيم

 بالتوسيط كارتية، ٻتعريفه، في الإحداثيات الد يتمّ 

   ( )( , ) cos0.5 cos , cos0.5 sin , sin 0.5 ,0 2 , .s t a s t t a s t t s t t s+ +   R

 

 

سمّ  bأجل  الحصول عليه من تمّ يالذي    أهموبيوس بهذا الاسم لأن جز   ى سطح  ي  s b−     ، حيثb a    ، هو شريط

 . ()ب( 7الشكل ) موبيوس

 يمكن تعريفه أيضًا أ
ّ
 ن

ّ
هذه    ي على مستو درجة    45بـ  مائل    ومستقيم    الدائرةهذه    ومحور    ،دائرة  ب  الموجّهر  ه السطح المسط

 للدائرة.  ماسّ م    مسقطهالدائرة، 

   كارتيةٻتعريفه ضمنيًا بالمعادلة الد  ويتمّ 

.3 2 2 2 2 22 2 2 0y x y y z x z axz yz a y+ − − − − =+ 

  ڥيڥياني  أو نافذةڥيڥياني  كرة ومن منحني  لليتكوّن من دائرة كبيرة   a  وشعاعها     Oتقاطع هذا السطح مع الكرة التي مركزها  

  المعرّفة بالتوسيط( )ج( 7الشكل )

( )2cos , sin cos , sin , [ , ].t a t a t t a t t   − 

ر
ّ
 مركزها. ة للكرة وتشمل  الأصل تقاطع كرة وأسطوانة مماسّ هذه هي في  أن نافذة ڥيڥياني  نغتنم هذه الفرصة لنذك

 
 )ج(                                                     )ب(                                              (                       )ا                                         

    7الشكل   
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 لة المنازل الثلاثة سأ. شريط موبيوس وم5

 المنازل الثلاثة  لةأسم

  ، ىالتعبير عنها بطرق شتّ   لة المنافع الثلاث هي مسألة من صميم نظرية البيانات يتمّ سألة المنازل الثلاثة أو م سأم

 من بينها ما يأتي. 

 و والغاز والكهرباء.    اءبالم  تزويد ثلاثة منازل   المطلوب"
ّ
 ي  ق بالسلامة  لأسباب تتعل

َ
. كيف  البعضلبعضها  الأنابيب    ر عبور  حظ

 "؟ذلك ينبغي أن يتمّ 

 ة لا تقبل حسألهذه الم
ّ

 لكنّ   ،عل سبيل المثال  ،الكرة على  ي ولا   ستو  الم في  لا
ّ

  ( من 8الشكل  ) على شريط موبيوس  ها تقبل حلا

 كالطارة وزجاجة كلاين.  بين سطوح أخرى 

                                         
 

 على شريط موبيوس حلّ                                                                ، ...في المستوي أو على الكرة                                 

 8الشكل 

 

ق بنظرية البيانات ومفادها أشرناكما  المسألة هذه 
ّ
"هل البيان   :تتعل

3,3K  ؟" مستو 

ر أنّ 
ّ
 كلّ  نذك

ّ
 . دعى بيانا مستوياتان ي  بيان لا تتقاطع فيه حاف

 

 شريط موبيوس ل  العدد اللونيّ . 6

عرّف لسطح   العدد اللونيّ   ى، منها : تعبيرات شتّ ب ما، ي 

منطقة أخرى.    منطقة حدود مشتركة مع كلّ   كون لكلّ تلعدد المناطق التي يمكن رسمها على السطح بحيث    علىالأ   الحدّ هو  ا(  

 الألوان الأخرى.  كلّ   لون سيمسّ  كلّ  منطقة، فإنّ  إذا قمنا بتعيين لون مختلف لكلّ 

ن بحيث لا تكون منطقتان متجاورتان  لتلوين خريطة على سطح معيّ   الكافية الأدنى لعدد الألوان المختلفة    الحدّ هو    ب(

الأدنى لعدد الألوان المختلفة الكافية لتلوين جميع    إلى تمثيل السطح من خلال بيان وتحديد الحدّ   عودبنفس اللون. وهذا ي

   بحيث لا يكون هناك رأسان متجاوران بنفس اللون.  رؤوس ال

 ة ألوان كافية. أربعفإنّ  بالنسبة إلى جزء مستو 

 شريط  نخيطعندما  
ّ
 ا لموبيوس وقرصا حاف
ً
   ة

ّ
في:   تغميسهيمكن    حقيقيّ   ، نحصل على مستو إسقاطيّ ةإلى حاف

  الخاصّ   عددلشريط موبيوس هو ال  العدد اللونيّ   فإنّ   بناء على ذلكو  . وي  ب  أو سطح    أو السطح الرومانيّ   ةالمتقاطع  عةقبّ ال

 .6 ، وهو الإسقاطيّ   ي بالمستو 
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 9الشكل 

 ناطقالم  منطقة  على شريط موبيوس، تلامس كلّ  مرسومة    مناطقَ  ستّ  نة من في هذه الخريطة المكوّ 

 ألوان على الأكثر. 6بـ  خريطة الأقص ى الممكن، ويمكن تلوين أيّ   هو الحدّ  6الخمس الأخرى؛ 

   والفنّ الصناعة  . شريط موبيوس في 7

 في الصناعة  1.7

تتآكل بنصف    الأحزمة الميكانيكية  ة، عرف الميكانيكيون منذ فترة طويلة أنّ اتيالتقاليد الرياضيبغضّ النظر عن  

للحزام غير    ها تستخدم سطح الحزام بالكامل بدلا من السطح الداخليّ لأنّ   موبيوس،ط  يشكل شر كون على  عندما ت  السرعة

 عرضة للتجعيد من جانب إلى آخر.   قد يكون هذا الحزام أقلّ  ذلك،بالإضافة إلى  .الملتوي 

 
ّ
 اتيبعد المنشورات الرياضي  أي    ،1871ر لهذه التقنية إلى عام  يعود الوصف المكتوب المبك

ّ
قة بشريط ة الأولى المتعل

ة مائية"صورة    عرض  موبيوس. قبل ذلك بكثير، ت
ّ
ا   كتابفي    " لمضخ الجامع بين العلم والعمل  "   سماعيل الجزريّ أبي العزّ 

 . (10الشكل )شريط موبيوس  ا مصنوعة على شكلسلسلة القيادة الخاصة به ،1206من عام " النافع في صناعة الحيل

 

 
  ر  صوَ 

ّ
 من نسخ مختلفة من كتابه. ة الجزريّ لمضخ

 10الشكل 

ستخدم شرائط موبيوس    شريط موبيوس كثيرةة لالتطبيقات العمليّ   إنّ 
 
في عالم الاختراعات. على سبيل المثال، ت

 
 
 .  اسبو حة، وأشرطة الآلة الكاتبة، وخراطيش طباعة ال قة المستمرّ في أشرطة التسجيل ذات الحل

https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%B3%D9%8A%D8%B1_(%D8%A2%D9%84%D8%A7%D8%AA)
https://en.wikipedia.org/wiki/Chain_pump
https://en.wikipedia.org/wiki/Ismail_al-Jazari
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/btv1b8406177t/f8.image
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/btv1b8406177t/f8.image
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موبيوس في تصميم المقاومات الإلكترونية القابلة    شرائطاستخدمت مختبرات سانديا أيضًا  ،  1960  ت نواالسفي  

ي قدر متساو  من التآكل،  ها تسمح لمساحة سطح الحزام بأكملها بتلقّ لأنّ   موبيوسدم أحزمة النقل شرائط  ف. تستخللتكيّ 

 ما يجعله يدوم لفترة أطول. 

   ت  ية والثقافية. أظهرت لوحاأيضًا ليناسب العديد من المنتجات الفنّ   موبيوستصميم شريط    تمّ 
 
  أشكالا   عديدة

 أقراط وقلائد وقطع مجوهرات أخرى.  فعلت وكذلك موبيوس، ط ائى من شر شتّ 

الأول في عام    منذ يوم الأرض  العلامة العالمية ذات الأسهم الثلاثة الخضراء لإعادة التدوير  نجد شريط موبيوس في

 ؛  د عمل دائريّ مجرّ   التدوير  ليس .1970
ّ
 ديناميكية  هإن

 
المستدامة:  قة  . يسعى الرمز إلى تمثيل الجوانب الثلاثة المترابطة للحل

التي سيتمّ  المواد  إلى منتجات جديدة، وشراء المنتجات المصنوعة من    جمع  المعاد تدويرها  المواد  إعادة تدويرها، وتصنيع 

البعض وتدعم    . ينثنيهاواستخدام   المواد المعاد تدويرها الثلاثة بعضها  كل سهم ويدور حول نفسه، بينما تلاحق الأسهم 

 .(11الشكل ) بعضها البعض

 
 11الشكل 

 هندسة المعماريةفي ال 2.7

كان  العديد منها    للمباني والجسور. ومع ذلك، فإنّ   ر للتصميم المعماريّ كانت شرائط موبيوس مصدر إلهام متكرّ 

مبنية  ولم يكن  وتصميمات    مشاريعَ   مجرّد  التخطيط    . كائنات  تم  التي  الوطنية،  الأمثلة على ذلك مكتبة كازاخستان  ومن 

تمّ المبن المعماريّ   تها على شكل شريط موبيوس سميك ولكن  المهندسين  انسحاب  ين  إعادة صقله بتصميم مختلف بعد 

حيط بها  يوالتي  (  12الشكل  ) ،  قاعة مشاهير ناسكارشريط موبيوس هو    ين من المشروع. أحد المباني البارزة التي تضمّ الأصليّ 

 
 
  كبير   ملتو   شريط

ّ
 ة، ويستحضر الأشكال المنحنية لمسارات السباق. من الفولاذ المقاوم للصدأ يعمل كواجهة ومظل

 

 
  12الشكل 

 

https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%82%D8%A7%D8%B9%D8%A9_%D9%85%D8%B4%D8%A7%D9%87%D9%8A%D8%B1_%D9%86%D8%A7%D8%B3%D9%83%D8%A7%D8%B1
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 فنّ في ال 3.7

الحشرة وهي تعبر شريط موبيوس. حلقة واحدة واضحة من شأنها    وار . تصوّ (13الشكل  )  نملة في مغامرة   والتخيّ 

أن تهبط النملة ليس من حيث بدأت ولكن رأسًا على عقب، فقط في منتصف الطريق خلال دائرة كاملة. وبعد حلقتين،  

   .البدايةتعود النملة إلى 

 
 

  13الشكل 

 موريتس كورنٻليس إٻشٻر   امرسّ فنّان اللشريط موبيوس ل

 

 سروال موبيوس يّ  4.7

: جانب  (14الشكل  ) وبيوس يّ المقصير  السروال المن بين الأشياء الطريفة ذات الصلة بشريط موبيوس هذا 

ة واحدة.
ّ
 واحد وحاف

 

 
 14الشكل 

 شريط موبيوس  خواصّ من  بعض  . 8

   الجانب.  شريط موبيوس سطح أحاديّ  •

 غير قابل للتوجيه. سطح هو  •

 .وهو نفسه مصنّف الفضاء الإسقاطيّ  1يساوي )أو جنسه(   هذا السطح فمصنّ   •

لر •  . 0ساوي يلشريط موبيوس  ې پوانكار  -مميّز أوي 

شريط  ليعني أنّ    ، وهذا0يؤول إلى    sالأوسط بجعل الوسيط    منحنيهلى  إيمكن تحويل شريط موبيوس باستمرار  

نذكر أنّ    واصّ من بين هذه الخ .  اولوجيً پالوسط، والذي يعتبر دائرة طو   منحنيع بها  التي يتمتّ   صّ وامن الخ  موبيوس العديدَ 

المسارات على شريط موبيوس    . ولذلك، فإنّ غير منتهيةرية  و د  زمرة الأساسية للدائرة، وهي  الزمرةالأساسية هي نفس    زمرته 
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وتنتهي طو   في  تبدأ  تمييزها  يمكن  النقطة  )پنفس  مقرّبولوجيًا  المرّ بترادف  عدد  خلال  من  فقط  تدور (  التي  حول  ها  ات 

 الشريط.

يؤول   rدد  عال  الأوسط( بجعل)أي ما سمّيناه المنحني  " شريط موبيوس  "قلبَ   المركزية،  " الدائرةإذا "فجّرنا داخليا

نا 0إلى 
ّ
(  (ب) 15الشكل ) ضاعفتين ذو نقطتين ممغلق  هو منحن    مع كرة   ( تقاطعه ()ا 15الشكل نحصل على مخروط ) ، فإن

قة د وتقاطعه مع مستو   ري   فة بالمعادلة المعرّ ( )ج( 15الشكل )كارت ٻهو و 
3 3 3 0x y xy+ − = 

 بحيث يمكن أن تكون معادلة المخروط  

.3 3 3 0x y xyz+ − = 

 ( 1888الصفحة  ،4المرجع )

 

 
 )ا(                                                                                               )ب(                                                            

 
 )ج(

 15الشكل 
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 الجبري  . شريط موبيوس9

ة( وغير قابل للتغميس في  وهو سطح غير    "شريط موبيوس"نفرّق في هذه الفقرة بين  
ّ
متراصّ، بغير حدّ )أو حاف

 للتغميس في الفضاء. وقابلسطح متراصّ، ذو حدّ  هيمن جهتها التي  "موبيوسعصابة "الفضاء و

   Cبـ    نرمز
ّ
إلى المجموعة الجزئية    U  وبـبة  إلى حقل الأعداد المرك , , 1z z z =C.     شريط موبيوس هو

Uمن   الجزئيّ  الفضاء الطوپولوجيّ  C   عرّف بـ المو 

 ( , ),( , ) , .u z u z uz z=   =M U C 

ر
ّ
"2فإنّ العلاقة     Uينتمي إلى   vأنه إذا كان   نذك "v z z=     تكافئ العلاقة" , "z v = R 

 
كتب على  ، كونها ت

)الشكل   )z v z v= ( با
ّ
ر أنّ عددا مرك

ّ
 يكون حقيقيا إذا وفقط إذا كان يساوي مرافقه(.نذك

 كن الآن التطبيق المستمرّ  يل

: , ( , )p u z u→M U 

.اقتصار الإسقاط الأول    →U C U  

 يمن التذكير السابق  
ّ
الليفة    تكون   U  من   u  بالنسبة إلى كلّ ه  أتي أن

1

{ }u p u
−

=M   ا شعاعي  امستقيم  u v=M R 

,1).هو إذن منصّف الزاوية    uM  المستقيم الشعاعيّ   .uجذر تربيعيّ لـ      vحيث   )u   لتطبيق  إنّ اوعليه ف:p →M U  

 وتدور بنصف سرعة الوسيط. بالدائرة الوَحدة كعائلة مستقيمات في المستوي موَسّطة   Mقود إلى النظر إلى ي

2أنه حاصل قسمة المستوي بعرّف  ي    نشير أيضا إلى أنّ شريط موبيوس التقليديّ 
R  مرة  ز على ال دة    =

ّ
المول

 بالتطبيق  
2 2:

( , ) ( 1, ),



   

→

+ −

R R
 

ر  Zوالمتشاكلة مع الزمرة الجمعية  
ّ
سحب  و   تبديليّ لتناظر محوريّ تركيب  أي     "الانزلاق-التناظر"هو      أنّ  كذلك  . نذك

 .المحور يوازي   )أو انسحاب( شعاعه 

2العلاقة  ومن   ( , ) ( 2, )    = دة  أوّ   المرورَ   من الطبيعيّ أنّ  هر  ظي   +
ّ
لا إلى حاصل القسمة على الزمرة الجزئية المول

 ب 2بـ 
ّ

لا  لإحداثيّ الأوّل سحب لكونها لا تعمل إلا
 
ة الأسية مستشاك

ّ
 .  تعطي الدال

( )

2 2

( , ) , .ie 



  

→ R U R
 

1ieالعلاقة ومن   = حدث  الانزلاق    -يأتي أنّ التناظر  −  (  الالتفاف )التطبيق التضامنيّ على حاصل القسمة   ي 

( , ) ( , )u u − − 

   المستشاكل  ،قما سب كلّ من  أتيوي
2 .→R M 

حدّ وغير قابل للتغميس في   متراصّ، بغيرسطح غير  كما أسلفنا،    ،هو  الذيمن شريط موبيوس    أخيرا، للانتقال

  نستبدل   ، للتغميس في الفضاء يمكن صنعه ومشاهدته  وقابلحدّ    متراصّ، ذو سطح    هي التي  موببيوس الفضاء إلى عصابة  

[0,1]المستطيل )الملآن(    [ 1,1] 2المستوي  ب −
R ، 

وال  تان الوحيد  تان النقط المستطيل  هذا  نقط  ا  ميحوّله   لتان من  ه  انتنتمي   تين إلى  ,0)الحدّ    تانقط  ما إليه  )   و

( )(0, ) (1, )  = ]من   إلى كلّ    وبمطابقتهما بالنسبة .−  نحصل على عصابة موبيوس.  −[1,1
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 .2رتبة من الم   الوَحدةهي المصفوفة  Iحيث  

 هذا هو المثيل الجبريّ لشريط موبيوس.  المقياس  

لاع على ال
ّ
أن يعود   التكامليّ، يمكنلمزيد من خواصّ البنى الجبرية الواردة هنا مثل الرئيسية والعاملية والإغلاق  لاط

 .2إلى المرجع القارئ 
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Uكونه مجموعة نقط  Mعرّفنا الفضاء   C بالنسبة إلى الالتفاف   (أو اللامتغيّرة الثابتة أو )  الصامدة 

:

( , ) ( , ).u z u u z

  → U C U C
 

 
 
 دخ  ن

 
ط الم سق 

 
 ل الم

 
ق  رف

1
( 1)

2
q =  أيْ     +

1
( , ) ( , ) , ( ) .

2
u z q u z u u z z

 
= + 
 

 

2qأنّ    بسهولة منيمكن التحقّق  q=    ّوأن.Imq =M 

التطبيق  
1

( )
2

z u z z+      ط علىهو سق  ق بالوسيط     C  شعاعيّ الفضاء  R-الـ    م 
ّ
uبكتابة u.متعل x iy= +   

2التقيّد ب ـ مع  2 1x y+  الآتيةهي   qتكون مصفوفة  ،  =

.
11

12

x y
Q

y x

+ 
=  

− 
 

قة   الآن  لتكن  
ْ
)الحل )2 2[ , ] 1 [ , ]A X Y X Y X Y= + −R R   قة الدوال   نّ أ التي ننظر إليها

ْ
f:ها حل →U R   

 
 
كثيرة تكون  يبمعنى    ،الحدود  والتي  ه 

ّ
)وجد  أن , )F X Y    من[ , ]X YR    ّلكل uبحيث  x iy= يكون    Uمن     +

( ) ( , )f u F x y=   .  جدر التذكير أنّ  يF   2  مقرّب لـبمضاعف  معرّف 2 1X Y+ وهذا ما يدفع إلى الانتقال إلى   −

 حاصل القسمة. 

قة   في التتابع،على ،   Yو   X  يْ نف  إلى ص     yو x  بـنشير 
ْ
 . Aمصفوفة ذات معاملات في     Qونعتبر    ،Aالحل

كتب مبرهنة  
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)و  )det 0Q 2خطيا، A-تعرّف هذه المصفوفة تطبيقا   .= 2:Q A A→ . نضع 

( ) ( )Im Ker IQ Q= = − 

https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%B4%D8%B1%D9%8A%D8%B7_%D9%85%D9%88%D8%A8%D9%8A%D9%88%D8%B3
https://drive.google.com/file/d/1hSy0COpY95-qG19x3Dcr-oBPEBhVTKUD/view
https://agreg-maths.univ-rennes1.fr/documentation/docs/Moebius.pdf
https://agreg-maths.univ-rennes1.fr/documentation/docs/Moebius.pdf
https://arxiv.org/pdf/1609.07779.pdf


 

 

 حمزة خليف  شريط موبيوس 

   ، المدرسة العليا للأساتذة، القبةبشائر العلوممجلة 

 

 2024 جويلية  ،11 العدد
13 

[3] Gray, Alfred, Modern Differential Geometry of Curves and Surfaces with Mathematica,     

    Third Edition. Chapman and Hall/CRC. eBook Published 31 January 2017. 

[4] Khelif, Hamza,  Le jardin des surfaces, Dictionnaire raisonné des courbes gauches, des 

surfaces et d’autres variétés célèbres et remarquables, 2048 pages. KDP Amazon, 2020.  

[5] Möbius, Klaus, Plato, Martin and Savitsky, Anton, The Möbius Strip Topology History, 

Science, and Applications in Nanotechnology, Materials, and the Arts. Jenny Stanford 

Publishing Pte. Ltd. 2023. 

[6] Pickover, Clifford A. The Möbius Strip: Dr. August Möbius's Marvelous Band in 

Mathematics, Games, Literature, Art, Technology, and Cosmology. Thunder's Mouth Press. 

2005.  

[7] Schwartz, Richard, "The optimal paper Moebius band". ArXiv:2308.12641 [math.MG]. 

December 27, 2023. 

[8] Weeks, Jeffrey Renwick, The Shape of Space, Third Edition, Taylor & Francis Group, LLC, 

2020. 

[9] https://mathcurve.com/surfaces/mobius/mobius.shtml 

[10] https://en.wikipedia.org/wiki/Möbius_strip 

[11] https://mathworld.wolfram.com/MoebiusStrip.html 

 

 
 الصين( -ايوانت) الصناعيّ  ڨع تايتشونمّ جموبيوس ، م  شريط 

about:blank
about:blank
about:blank
about:blank
https://mathworld.wolfram.com/MoebiusStrip.html
https://en.wikipedia.org/wiki/M%C3%B6bius_strip
https://mathcurve.com/surfaces/mobius/mobius.shtml
https://arxiv.org/pdf/2308.12641.pdf
https://sites.google.com/site/espacemathematique/PUBLICATIONS/le-jardin-des-surfaces



