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   زجاجة كلاين 

  حمزة خليف 

  أستاذ الر�اضيات، متقاعد 

hkhelif@gmail.com  

  
م الأ;:مية 9ستعمل النصّ ا23روف العر.ية الإضافية الآتية 

َ
 : DE كتابة Aعض أسماء العَل

 .)ou(، وُ )o(، و)e ،eu ،œ، ...)، ۆ (é  ،è  ،e)، ٻ (v)، ڥ (g( )، ڤpپ(

. 

 زجاجة  .1
ْ

 لاين ك

 
ْ

 Aغa` حا  سطح مغلق]D    لاينزجاجة ك
ّ
 ف

ّ
ھ سطح لا يمكن بالlسبة إليھ تحديد "الداخل"  ة وغa` قابل للتوجيھ، أيْ أن

 فٻليكس  من قِبل عالم الر�اضيات    1882و "اt3ارج". تمّ وصف زجاجة كلاين لأوّل مرّة DE عام  
ْ

ي}ون اسمyا قد    ر.ما .  لاينك

 زجاجة كلاين"). (" Kleinsche Flascheو  ("سطح كلاين") Fläche Kleinsche جاء من اt3لط أو التور�ة بaن المصط|a2ن 

. )10(الش}ل    المستوي الإسقاطيّ ا23قيقيّ (Immersions)   و.تغم�سات    Aشر�ط مو.يوسترتبط زجاجة كلاين ارتباطا وثيقا  

سطح لا يمكن تمثيلھ Aش}ل �2يح DE الفضاء ثلا�يّ البعد. إ��ا تقبل    اا�:رّدة، لأّ��  ع�� المنوّعةأحد أAسط الأمثلة    اإّ��

C  �غم�سا من الصنف     الفضاء DE3
R ا لا تمتلك �غط�سا  �ّ ولك� ), Plongement Embedding ( ّا فيھ.مستمر 

3لا يمكن تمثيل زجاجة كلاين DE الفضاء  
R   

ّ
، لا يوجد تصوّر"دقيق" يمكن  عليھع£` نفسyا، و   مرور¢ا   بقبول   إلا

DE4   ن تقاطع ذا�يّ ، من الممكن تصوّر¢ا دو لyا. لكنرؤ�تھ 
R ْا �غط�سا من الصنفل أنّ  ، أيyC     DE4

R. 

  

ع�� عكس و   .غa` قابلة للتوجيھ  2من البعد    كلاين منوّعةزجاجة  فإنّ  ،  شر�ط مو.يوس  بالlسبة إ¦�كما ¢و ا23ال  

   أيْ منوّعة مغلقة،  ª  ©، ف شر�ط مو.يوس
ّ
ا̀صّة Aغa` حاف   DE الفضاء الإقليديّ   شر�ط مو.يوسب�نما يمكن �غط�س   ة.  أ��ا م»

3
R الممكن �غط�س زجاجة كلاين `aت الإشارة إليھما تمّ ك  فيھ ، فمن غ. 

المرّ­ع  DE ل
ّ
المتمث القسمة  0,1]  (الملآن) و]D أيضا فضاءُ حاصلِ  [0,1     مطابقة أضلاعھ من خلال    تمّ تالذي

,0)العلاقتaن   ) (1, )y y∼    0,1]من أجلy   و( ,0) (1 ,1)x x∼  0,1]  من أجلx    1(الش}ل( . 

https://sites.google.com/site/espacemathematique/Home
https://www.ens-kouba.dz/magazine/pdf/n11/article11-5.pdf
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 1الش}ل 

)، تlتج  1ن الأ9سر والأيمن، الش}ل a ا3:انبع�� السyمaن الأحمر�ن للمرّ­ع معا (لإ±شاء زجاجة كلاين، يتمّ إلصاق 

أسطوانة. لإلصاق طرDْE الأسطوانة معا بحيث يتطابق السyمان الموجودان ع�� الدائرتaن، يجب تمر�ر أحد طرف�³ا    من ذلك

ھ �غم�س ثلا�يّ البعد لزجاجة كلاين  دائرة.  الذا�يّ التقاطع  ¢ذا و ع£` جان¸�ا. 
ّ
 .  )2الش}ل ( إن

                           

                              

 

 
 2الش}ل 
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DE الفضاء ر.اDّº البعد. بإضافة Aعد   ¢ازجاجة كلاين ا23قيقية لا تمرّ ع£` نفسyا. ومع ذلك، ¢ناك طر�قة لتصوّر 

التقاطع الذا�يّ. علينا فقط، و.رفق، دفعُ قطعةٍ من الأنبوب تحوي التقاطع ع��    إزالةراAع إ¦� الفضاء ثلا�يّ البعد، يمكن  

ص من التقاطع الذا�يّ DE منحن ي
ّ
تقاطع ذاتيا  طول البعد الراAع، خارج الفضاء ثلا�يّ البعد الأص�Dّ، تماما مثلما يمكن التخل

  ). DE3 المستوي عن طر�ق رفع جزء من المستوي يحوي ¢ذا التقاطع الذا�يّ إ¦� Aعد ثالث (الش}ل 

ح من البعد  
ّ
أن ±شرح لھ ما ]D العقدة. للقيام   ر�دُ .  ن2لتصوّر زجاجة كلاين، نتخيّل فردا 9ع�ش DE عالم مسط

النقط الªÃ يرا¢ا ل�ست نقط تقاطع،    .  ±شرح لھ أنّ مع نفسھ  ما يراه ¢و منحن يتقاطع  بذلك، نرسم عقدة ع�� المستوي: Áلّ 

ح فyو لا يفyم ما ¢و الأع�� أو    تحت"فوق نفسھ" و "  ولكن المنحªÄ يمرّ 
ّ
نفسھ". يتفاجأ صاحبنا: Áونھ 9ع�ش DE عالم مسط

 
ّ
 ما ¢و الأسفل. إن

ّ
 ن من تصوّر العقدة.ھ يفتقر إ¦� Aعد واحد (الأع�� والأسفل) ليتمك

 
ّ
رنا DE  نواجھ نفس المش}لة عندما نحاول تصوّر زجاجة كلاين، لأن

ّ
نا نرى سطحا يتقاطع ذاتيا. ومع ذلك، إذا فك

A 
ّ
ھ DE ¢ذا الم}ان، تمرّ الزجاجة "فوق نفسyا" و "تحت نفسyا" بمعÇÄ ¢ذا البعد الراAع، و.التا¦D عد راAع، يكفي أن نتخيّل أن

 لا تتقاطع ذاتيا. 

 2من البعد    اÁائن9عªÄ  بطر�قة ما، يمكن اعتبار زجاجة كلاين سطحا يÈÉÊl "عقدة". وكسطح (
ّ
  4ھ يحتاج إ¦�  )، فإن

  أAعاد لت}و�ن عقدة. 3يحتاج إ¦�  الذيالبعد)   أAعاد لت}و�ن عقدة، تماما كما ¢و ا23ال بالlسبة إ¦� المنحÁ) ªÄائن أحاديّ 

  
  3الش}ل 

 

 يمكن إ±شاء زجاجة كلاين (بالمعÇÄ الر�اضيا�يّ 
ّ
بالمرور ع£`  ھ DE الواقع لا يمكن صنعyا دون السماح للسطح  ، لأن

 
ّ
    الآتية: الأبيات DE  ¢ذه العملية يو موسرٻليصف  .شر�طaن لمو.يوس Ã ْªَ نفسھ) عن طر�ق ر.ط حاف

 عالم ر�اضيات يُد�º كلاين 

 اعتقد أن شر�ط مو.يوس Áان إلyيا. 

  تَ قال: "إذا ألصق

 
ّ
 اثنaن،  Ã ْªَ حاف

 ."ªÃستحصل ع�� زجاجة غر�بة مثل زجاج  

  



 

 

 حمزة خليف  زجاجة كلاين 

   ، المدرسة العليا للأساتذة، القبة�شائر العلوممجلة 

 

 2024أكتو)ر  ،12 العدد
4 

 

Limerick by Leo Moser  

A mathematician named Klein 

Thought the Möbius band was divine. 

Said he : "If you glue 

The edges of two, 

You'll get a weird bottle like mine." 

[David Darling, The Universal Book of Mathematics: From Abra-cadabra to Zeno's Paradoxes, John Wiley & 

Sons, 2004, p. 176.] 

إ¦� شر�طaن لمو.يوس متناظر�ن، أحد¢ما بنصف التواء عن   ناظرزجاجة كلاين ع�� طول مستوي الت  عي قطدّ يؤ 

 ال�سار والآخر بنصف التواء عن اليمaن. 

2ة أخرى حاصل القسمة  رّ �ا مإ�ّ 
R R    حيثR  ّعلاقة الت}افؤ المعر D[ فة بـ 

( , ) ( , ) ( , ) ( 2 , ( 1) 2 ).ku v u v u v u k v h        R 

  DE 3¢ا ¢و �غم�س
R 

 ( , ) ( , ), ( , ), ( , )u v x u v y u v z u v֏  

 مع  





4

6

2
( , ) cos 3cos 30sin 90cos sin

15

60cos sin 5cos cos sin

x u v u v u u u

u u u v u

   

 
 





2 4

6 3

5 7

1
( , ) sin 3cos 3cos cos 48cos cos

15

48cos cos 60sin 5cos cos sin 5cos

cos sin 80cos cos sin 80cos cos sin

y u v u v u v u v

u v u u v u u

v u u v u u v u

    

  

 

 

 2
( , ) 3 5cos sin sin

15
z u v u u v   

).و , ) [0, [0,2u v      

 

  78غم5س بالش2ل  .2

 8يجري التغم�س ع�� الش}ل "
ّ
 " لزجاجة كلاين من خلال أخذ شر�ط لمو.يوس وجلب حاف

ّ
الوسط.    تھ إ¦� خط

 
ّ
 نظرا إ¦� وجود حاف

ّ
 الوسط ¢ذا.  ة واحدة فقط، سيلتقي الشر�ط بنفسھ، وçع£` خط

 
ُ
 الآ�ي  يlتج عن ¢ذا التوسيط
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cos sin sin sin 2 cos
2 2

( , ) cos sin sin sin 2 sin
2 2

sin sin cos sin 2
2 2

u u
x r v v u

u u
u v y r v v u

u u
z v v

       
      

 


 


֏  

)حيث   , ) [0,2 [0, 2u v         و. 2r    

أنّ  إ¦�     نظرا 
َ
مستوٍ   شر�ط فإنّ   مو.يوس  مثقوب،  أيضا    إسقاطيّ   D[ كلاين  ا̀بط زجاجة  الم» لمستوa�ِن    ا�:موع 

  ع��   ماقyالص إ  ثمّ م��ما    لسطحaن عن طر�ق قطع قرص ع�� Áلّ   ا̀بطا23صول ع�� ا�:موع الم»  يتمّ .  إسقاطيaن حقيقيaن

 
ّ
 .)10(الش}ل  الناتجتaنتaن الدائر�تaن طول ا23اف

ب�نما      Oz، وجعلھ يدور بال}امل حول ا�2ور  يّ " DE مستو عمود 8¢و أخذ منحªÄ "الش}ل  )  4(الش}ل  إ±شاء آخر  

بالقطعة الªÃ تدور.    8اسëبدال   نفسھ بنصف دورة. ¢ذا الإ±شاء مشابھ لإ±شاء شر�ط مو.يوس، حيث يتمّ   8يقوم الش}ل  

المتقابلتaن معا بطر�قة تتوافق مع  8تت}وّن زجاجة كلاين حيlئذ من أسطوانة قاعد�ìا الش}ل   القاعدتaن  ، و�تم إلصاق 

 توج�³�³ما. 

 . Oxyمرسومة DE المستوي   دائرةطع الذا�يّ DE ¢ذا التغم�س، ي}ون التقا 

الوسيط    rالثابت الموجب   الدائرة. 9عطي   9عرّف مقطع    vو   DEOxy    الزاو�ة  u¢و شعاع (نصف قطر) ¢ذه 
ٌ
وسيط

  .8الش}ل 

 
  

  4الش}ل 

  

 D[ ذا السطح معادلة دٻ}ارتية ¢اyيوارت (من إنتاج إيان لëسIan Stewart ( 

   
 

22 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 1 2 1 8

16 2 1 0.

x y z y x y z y z

xz x y z y

            

    
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4يمكن نمذجة توسيط �� 
R  ّيّ وفقا لذلك ا��اص�غ$# تقاطع ذا&  

ّ
 حة بالطارة المسط

 ( , ) , , ,u v x y z w֏  

 مع

cos cos sin sin 2 , sin cos sin sin 2
2 2 2 2

u u u u
x R v v y R v v

         
   

   cos 1 sin , sin 1 sin ,z P u v w P u v     

يحدّد الموضع     vاLMدّدين أعلاه ؛  منكيْ DُشAِ?ان ذ   u  ،v، أو :سبة الأ&عاد دان :سبة العَرضدّ ثابتان يح  Rو  Pحيث  

،    Ozwوالموضع حول المستوي   8أيضا زاوUة دوران الشPل    u، يحدد    Oxyوكذلك الموضع �� المستوي   8حول الشPل  

    ثابت صغ$# وsinv     قة بـ
ّ
ب التقاط��Ozw المستوي     vكمية صغ$#ة متعل جنِّ

ُ
. عندما يPون  التلقا_يَّ   الذا�يَّ   عَ ،  ت

0   ونPيّ  ي�دائرة �� المستوي  التقاطع الذا.Ozw  

 

  لزجاجة كلاين  ا56صائص الأخرى  من  �عض .3

  2K  إلi?ا بـالgh نرمز  و پوانPارې لزجاجة كلاين  -) ممّ$b أوUْلر1
ّ

kب يتجlلاحقالس n،  ساوي صفرDا  . 

2 �p غ$# المنعدمة ghّ0 1 =) أرقام بٻb    1 1 =وb . 

 .D 6ساوي ) رقمyا اللو:ي 3

ب  -CW) زمر�?ا الأساسية (الgh يمكن حسا{?ا باعتبار|ا  4
ّ

� لتلييف  امرك
ّ

kأو حاصل قسمة المستوي أو الطارة، أو كفضاء ك ،

  �p (الدائرة nkلـ  ا��داء نصف المباشر بالدوائر عZ  �  �1 نفسھ والمعطى بالتمثيل|,a b aba b. 〈 〉  

�p  0  لزجاجة كلاين  التماثل  مرُ زُ )  5 2( , )H K Z Z  ، 1 2( , ) 2H K  Z Z Z Z   و 2 , {0}nH K Z    من أجل

2 n. 

  ) تمتلك زجاجة كلاين �غطية قابلة للتوجيھ من وُرUَقت$ن، تفام�شا�لة مع الطارة. 6

 

  زجاجة كلاين وقلب الطارة .4

جانب واحد،    االسطح ذ  �ون Pون �� قطعة واحدة  تh  g، والة الطلاء الناتج  طبقة   طلاء زجاجة كلاين، فإنّ   مّ إذا ت

p�   ّغم�س للطارة، و�عبارة أخرى، فإن�    �p قت$نUب تمّ التغطية ذات الوُرlذا السyاستخدام زجاجة كلاين كخطوة    الطارة؛ ول

  ارج).  �الداخل إ¦n ا�تحوUل   يْ أ "  Retournement du tore, Torus eversion"(مركزUة �� قلب الطارة 

 

  زجاجة كلاين ومسألة المنازل الثلاثة  .5

المنازل الثلاثة والمصا:ع الثلاثة قابلة ل¨Lلّ  عnk زجاجة كلاين، عnk عكس المستوي. بمع»ª آخر، يمكن    مشPلة 

  3,3Kرسم البيان الشطرا:ي (ذي الفرع$ن)  
ّ

  .عnk زجاجة كلاين دون تقاطع ا�Lواف

ر أنّ البيان$ن  
ّ

ة. المستوUِ$ن) قابلان(غ$#   5Kو   3,3Kنذك
ّ
  للتغط�س �� �لّ سطح م­#ابط، م­#اصّ و�غ$# حاف
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  السطوح المNشأة من زجاجة كلاين .6

إ¦�      عائلتaن، تنقسم السطوح غa` القابلة للتوجيھ 
ّ
إ¦� زجاجة كلاين،  واحدة تëش} ل عن طر�ق إضافة مقابض 

القابلة   السطوح  جميع  �شكيل  يمكن  كما  (تماما  ا23قيقيّ  الإسقاطيّ  المستوي  إ¦�  مقابض  إضافة  طر�ق  عن  والأخرى 

لر زوDّþ، وتلك الªÃ �عتمد ع�� اجة كلاين لyا ممôaّ أو�ْ للتوجيھ عن طر�ق إضافة مقابض إ¦� كرة). السطوح القائمة ع�� زج

 لر فرديّ.ô أو�ْ لyا ممaّ  المستوي الإسقاطيّ 

ة̀ DE علم ال}ون (انظر  aشعبية كبA الطو�ولوجيا وتحظى DE ̀ة aشعبية كبA المرجع ع�� س÷يل المثال:    واتحظى زجاجة كلاين  

4 .( 

  

  زجاجة كلاين المثقو)ة  .7

زجاجة   تمثيل  تتمaّ يمكن   ªÃال) المثقو.ة  ب}و��ا سطحكلاين   ôأحاديّ   ا   
ّ
بحاف الو ة  ا3:انب  2A  صنفمن    سروال ) 

Éمو.يو�ª ّمَ   : يتم `aشر�ط كما ¢و موّ� جْ ا23صول عل�³ا عن طر�ق ر.ط شر�ط مغلق غA الش}ل  � دول DE5 .  

  

 
  5الش}ل 

 مثقو.ة! زجاجة كلاين 

 

  دة زجاجة كلاين المتعدّ  .8

بھ   شر�ط  إ¦�  مو.يوس  شر�ط  �عميم  يمكن  مثلما  شر�ط    nتماما  ع��  المرء  (و�حصل  دورة  مو.يوس  نصف 

و]D زجاجة كلاين    ا±ع}اسات،  nإ¦� زجاجة ذات    �عميم زجاجة كلاينيمكن    )،فرديا nفقط عندما ي}ون    طو�ولوجيا

   فرديا.  n}ون  يولوجيا فقط عندما �طو 

 الص إعن طر�ق    n    من المرتبة -ع�� س÷يل المثال، نحصل ع�� زجاجة كلاين  
ّ
من المرتبة  و.يوس  لمشر�طaن    Ã ْªَ ق حاف

n. 

 ل جاجةٍ لز ¢ا ¢و توسيط 
ْ

  دةلاين متعدّ ك
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   

   n(

)

,

s

)

2
1 cos cos 1 ( , in cos

1 2
2

1 si sin 1 ( , ) cos cos
1 2

( , )sin

n n
n u n u w u v u v

n

n n
n u n u w u v u v

n

z w u v

u

v

x

v y

 










   



  





֏   

)sin (الش2ل 6). , ) nu cw u v    حيث  

.(Bonan-Jeener-Klein)   كلاين  -جينر -بونان ة من زجاجاتحالة خاصّ  دة هيزجاجة كلاين المتعدّ 

 

 
  

  6الش}ل 

  

  ې زجاجة كلاين ڤر  .9

  ]D السطح المعرّف بالتوسيط ) Klein-Gray( ې ڤر -زجاجة كلاين 

        
        

     

cos 2.0 sin sin 2.0 sin 2 cos 2.0

( , ) cos 2.0 sin sin 2.0 sin 2 sin 2.0

sin 2.0 sin cos 2.0 sin 2

x a nu v nu v mu

u v y a nu v nu v mu

z nu n v nu v

   


  
  

֏  

حيث     ( , ) 0, 4 0, 2u v    7(الشكل.(     

  

 
 

  7الش}ل 

 
10 .  XYزجاجة كلاين جي 

  ف بالتوسيط]D السطح المعرّ ) 8) (الش}ل �Klein-Jeener` (ٻج-زجاجة كلاين 
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 حيث 

 

  8الش}ل  

 

 ن سُ زجاجة كلاين لو  . 11

2ليكن التطبيق    3
, :m n R S֕   3حيث

S   َكرة الو D[ DE 4حدة
R   المعرّف بـ  

 , ( , ) cos cos , sin cos , cos sin , sin sin .m n x y mx y mx y nx y nx y   

ا̀صّ   السطح (الأصغريّ   بي��ما وÁان أحد¢ما زوجيا فإنّ   عددين �2يحaن أوّلaن DE ما   nو    mإذا Áان   د�º زجاجة  ) يُ الم»

  )Klein-Lawson( ن.لوسُ -كلاين

م  ولوجية. ومن بaن أمور أخرى، قدّ �ش}ال الطاقة للعديد من الأش}ال الطو لأ الأد±ى    ا23دّ   ثّ÷ت ن  لوسُ   لاحظ أنّ ن

ن 
D  الش}ل المثa` للا¢تمام   َّaَو پ  من طرف دًا  توضيحھ جيّ   ، والذي تمّ ا  9لش}ل  ا المب 
ْ
).  ب  9(الش}ل    ) a` )Konrad Polthierَ تْ ل

 
ّ
تقليلyا   ن قد تمّ لوسُ  -للعديد من زجاجات كلاين) Énergie de Willmore(طاقة و�لمور  نّ أ ) Robert Kusner(س�` اع Á توق

  د.بالفعل من خلال ¢ذا الش}ل ا�2دّ 

1 ( 1)
cos cos sin cos

2 2
1 ( 1)

( , ) sin sin cos cos
2 2

sin

m m u
x m u mu mW v

m m u
u v y m u mu mW v

z W v

    


 
  






֏

3
cos ( 1) .

1 2
W m u

m

      
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  (ا)                                                                            (ب)                                                                  

 Aش}ل متعامد ع�� طول دائر�ìما الأساسية.  3S ن DEلوسُ -كلاين لمو.يوس ع�� زجاجة يتقاطع شر�طان

  9الش}ل 

 

  n ن من البعد زجاجة كلاي . 12

  حاصل القسمة  الفضاءشأ lي

  )*(           1 n

n  S RK  

D[n علاقة الت}افؤ المعرّفة R    DEحيث  
C    1بـ 1 1 1( ,..., , ) ( ,..., , )n n n nz z z z z z  R   دراسة DE ن  صّ المتخطبيعياaص

 ولوDþ الطو� للتعقيد
ّ
  عات المستو�ة.لفضاءات المضل

 النموذج  بaّنو�ُ 

   )**          (  11 n

n I


 S RK 

1حيث   1 1 1( ,..., ,0) ( ,..., ,1)n nz z z z R  ، ّ2  السطح أنK  ¢زجاجة كلاين وأنّ   وnK  اyل Dّالبعد  �عميم طبي� DE n . 

  ـ)    ب**(    )    و *(  9ُعطى مسëشاÁل بaن  

. 2
1 1 1 1( ,..., , ) ( ,..., , 2 (mod.1))nit

n n nz z e z z t
   ֏  

س فيھ  يمكن  إقليديّ أصغر فضاء    أنّ   )Donald M. Davis(  ��سٻددونالد م.  بر¢ن  
ّ
ط

َ
غ

ُ
1n¢و    nKأن �

R   انÁ إذاn    فرديا

2nو
R  انÁ إذاn .زوجيا ]arXiv :1706.03704v2 [math.AT] 19 Jun 2017[  
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DE  (  المستوي الإسقاطيّ ا23قيقيّ و.تغم�سات    Aشر�ط مو.يوسارتباطا وثيقا    زجاجة كلاين ترتبط  أنّ   ±عيد الإشارة
3

R ( الش}ل  الآتيةية  تقليدالأر­عة ال)10(: 

)، 4الأAسط بaن الـ ( المتقاطعة عة القبّ   

ل اكتشاف تاريخيّ)،السطح الروماني (أوّ   
رْ "نقطة  Aغa`(أك�` �عقيدًا، ولكن  بويْ سطح 

َ
رنية(  "صق

ُ
  لaن)، ، ع�� عكس الأوّ )Point de pincement، أو نقطة ق

 ٻسطح ¢
ّ
lڨ ̀ �ب )Henneberg( أصغريّ سطح   فضلا عن ذلك، و¢و.  

 

https://www.ens-kouba.dz/magazine/pdf/n11/article11-5.pdf
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                                                   الروما±يسطح  الالقبّعة المتقاطعة                                                                                                   

  
 ٻ¢ سطح                                                              بويْ سطح                                                            

ّ
l ڨ ̀ �ب                                                          

 

 
ا̀بط  ا�:موع  1الم» 2 # نa1  للسطح   2و .  

  10الش}ل 
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