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  مقدمة .1

طلق من ذلك أن الف��يائي�ن غالبا ما ي��ؤون إ�� ما يُ  .ال�ل �علم مدى ارتباط العلوم الف��يائية بالعلوم الر�اضية

 ي�ت�� .�ذه الظوا�ر من النموذج الوصفي إ�� النموذج الك�� قت��� تحو�ل دراسةوال�� ت ،عليھ نمذجة الظوا�ر الف��يائية

  .عادة إ�� علاقات متداخلة تضم مقادير معلومة وأخرى مج�ولة �ذا
ُ
و��  ،س�� �ذه العلاقات معادلات الف��ياء الر�اضية�

 تطورً معادلات ذات مشتقات جزئية ش�دت 
ً

مثل الأنظمة مع ظ�ور نظر�ات جديدة طيلة القرن الما���، خصوصا  ا �ائلا

 توز�عات.نظر�ة الالتحليل التا��� و الديناميكية و 
  –إن وجود المشتقات ا��زئية 

ً
بالرجوع إ�� الظوا�ر  ما بالكف .اا ر�اضيً �عت�� �� حد ذاتھ تحديً  - عن حل�ا فضلا

عكس من حلول فإ��ا ت�ون ع�� ش�ل غشيم يفتقد إ�� المرونة والصقالة، ع�� ال ،إن تم نمذج��ا ع�� ش�ل دوال ،ال��

ا. لقد أدت �ذه المعضلة بالر�اضي�ن إ�� التفك�� وفق مقار�ت�ن ا قد لا تتحقق تجر��يً ت المتعلقة ��ا المتطلبة قيودً لا المعاد

  شأ��ما شأن الكث�� من فروع الر�اضيات: ،م��ابطت�ن مع �عض�ما البعض

 إيجاد حلول مخففة سُ  - 
ً

 ميت قو�ة.المباشرة وال�� سُ ا ل�ا عن ا��لول  ضعيفة تمي��ً ميت حلولا

 -  
ً

   عددية.تقر�ب ا��لول إ�� متتاليات متقار�ة نحو�ا �س�� حلولا

 Sobolevأدت المقار�ة الأو�� إ�� ظ�ور نظر�ة التوز�عات وفضاءات سو�ولاف (
ُ
ا �� ا م�مً عت��ان جزءً ) اللت�ن �

 ظ�ور التحليل العددي. المسا�مة �� التحليل التا���، ب�نما أدت المقار�ة الثانية إ��
طلق ع�� نمط ��تم �� بحثنا �ذا �عنصر م�م �� المقار�ة الأو�� أطلق عليھ اسم التوا�ع الاختبار�ة، و�و اسم مرن يُ 

 ا.من الدوال تحقق خصائص معينة نتعرض إل��ا لاحقً 
  

  مف�وم التا�ع الاختباري  .2

  )J. Leray( ل��ي ج.  �شر، ��1934 عام 
ً
، تناول فيھ دراسة "الفضاء ع�� لزج  ما�عحركة  حول "ا عنوانھ بحث

، أشار فيھ إ�� حلول اق��ح ) �� ميدان من الفضاء ا��قيقي ثلا�ي الأ�عادNavier-Stokes( ستوكس–لمعادلة نافييھ

 
ً

ستوكس لك��ا لا تبقى منتظمة طوال الوقت حسب �عب��ه. أكد ل��ي أن  - مضطر�ة تخضع لمعادلات نافييھ �سمي��ا حلولا

فإن ذلك لا �ع�� فقدان أ�ميتھ  ،ستوكس–لو فقد �عب��ه عن الظا�رة ال�� تنمذج�ا معادلة نافييھ ،ا النوع من ا��لول �ذ

 الر�اضية، إذ لا بد وأن تواج�نا ظوا�ر ف��يائية ت�ون �ذه ا��لول المضطر�ة مناسبة ل�ا.–الف��يائية
  بما نحن بصدد تقديمھ:م ل��ي �� �ذا البحث مف�ومان ل�ما ارتباط ومن ضمن ما قدّ 

  و مف�وم "التقارب الضعيف بالمتوسط (ال��بي��)"، والذي ينص ع�� أن متتالية توا�عالمف�وم الأول� : (��)  

يتقارب نحو  AnU.و�ان  2nU  إذا وفقط إذا �ان ع�� ميدان  Uتتقارب بضعف بالمتوسط نحو تا�ع 
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AU.  م�ما �انت الدالةA  ال�� تحقق2A . �� إن �ذا التقارب يتطابق تماما مع مف�وم التقارب بضعف

    .Lebesgue ()(2Lفضاء لو�يغ (

 س�ند إ�� ، والذي "المشتق الضعيفالذي شاع فيما �عد تحت اسم " "شبھ المشتقة"�و مف�وم  :المف�وم الثا�ي�

  ). Greenعلاقة الم�املة بالتجزئة الش���ة (أو علاقة غر�ن 

   تحقق العلاقة التالية: iuإذا وفقط إذا وجدت دالة  iشبھ مشتقة �� الاتجاه  Uتقبل الدالة 

� ��.
��
���

+ ��. ��


= 0 

  .(2L(ذات مشتقات جزئية مستمرة ��  2L)(من  �وذلك من أجل �ل دالة 

(pL (، وال�� يمكن �عميم�ا إ�� الفضاء 2L)(��  المقدمة �� التعر�ف�ن بمثابة دوال اختبار�ة �Aعت�� الدوال 

)1p(  1فت�ون الدوال الاختبار�ة منتمية إ�� الفضاء)(p) ('pL   حيث يمثل'p  مرافق لو�يغ للعددp )
�
�

+ �
��

= 1 .(

نظر�ة ) �� كتابھ الش��� "L. Schwartzشوارتز ( مھ ل.غ�� أن المف�وم الشا�ع للدوال الاختبار�ة �و ذلك المف�وم الذي قدّ 

من  . نرفق ب�ل تا�ع " حيث وصف�ا بأ��ا دوال قابلة للاشتقاق لا��ائيا، وتنعدم خارج مجموعة محدودة من التوز�عات

أك�� مجموعة  تتم�� بأن متمم��ا ��م��اصة مجموعة  �، و�(والذي �عرف حاليا باسم حامل الدالة) "نواة" �ذه التوا�ع

 .=0 مفتوحة حيث
��،D()بالرموز:  نرمز للدوال الاختبار�ة ع�� المفتوح 

�() ،��
�().  كما توجد دوال اختبار�ة قابلة

��،(mD(مرة وذات حوامل م��اصة، يرمز ��موعة �ذه التوا�ع بالرموز:  mللاشتقاق 
�()، ��

�()..  ا��رفm 
ف��مز إ�� ا�عدام الدالة ومشتقا��ا خارج  0أما العدد  ،إ�� تراص ا��امل cيرمز لرتبة الاشتقاق ب�نما يرمز ا��رف الصغ�� 

 مفتوح متممتھ محدودة.
  

  طبولوجيا من نوع خاص .3

يحتم إن استعمالنا للتوا�ع الاختبار�ة سيؤدي بنا إ�� استخدام سلسلة من الإجراءات ا����ية والطبولوجية، مما 

من أجل �ذا تم تزو�د فضاءات التوا�ع الاختبار�ة  .ا لما نقوم بھ، خصوصا عند المرور لل��اياتعلينا الان�باه جيدً 

  نحتاج �� ذلك لأمر�ن أساسي�ن: .بطبولوجيات خاصة مراعاة ��صائص�ا

 تؤول إ�� الصفر �� جوار ن عنصر�ن من عناصر متتالية ما �أنھ �لما �انت المسافة بب: و�مكن التعب�� عنھ التمام

و�ذا �ان  ،نقول عن الفضاء �نا بأنھ تام .�انت �ذه المتتالية تتقارب نحو عنصر من �ذا الفضاء ،الا��ايةـمال

  ا فإننا نقول عنھ إنھ بنا��.ا نظيميً فضاء شعاعيً 

 يمكن استعمال ا��اصية الموالية ��موعة مغلقة: �لما �انت متتالية من مجموعة الغلق :A  متقار�ة فإن ��اي��ا

  .��A إ�� تت�

 من كتب الطبولوجيا العامة. ا��ا�م�ناك علاقة ب�ن التمام والغلق يمكن مراجع��ا ��  ،�� حالة الفضاءات الم��ية

ا ع�� ا��اصية ال�� يضم��ا �عر�ف �ذه بب�ية فضاء بنا�� اعتمادً  ا�ستطيع تزو�د� ،(pL(بال�سبة لفضاءات لو�يغ 

 جمعية. pالفضاءات، و�س�� بخاصية 
ا بالضرورة، ا من الفضاءات الطبولوجية يتمتع بب�ية فضاء شعا�� لكنھ ل�س نظيميً ا خاصً كما أن �ناك نوعً 

الاختبار�ة من �س�� �ذا النوع من الفضاءات بالفضاءات الشعاعية الطبولوجية، ومن ب�ن الأمثلة عليھ فضاء الدوال 

ش��ط �� �ذا النوع من الفضاءات أن ي�ون الا���اب والتحا�ي تطبيق�ن مستمر�ن وفق �ذه الطبولوجيا النوع الثا�ي. �ُ 
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ا، م���مة مع ب�ية الفضاء الشعا��، عن طر�ق إعطاء جملة و�تم إ�شاؤ�ا بإعطاء طبولوجيا محدبة محليً وما يتولد م��ا، 

 ا لصمود الطبولوجيا بالا���اب.ت نقطة كيفية، وفقً ثم جوارا ،0 أساسية ��وارات
(يمكن  إن تقديم �ذه الطبولوجيا عملية معقدة يمكن الرجوع ف��ا إ�� الكتب ال�� ت�ناول �ذا النوع من الفضاءات

ال�� ت�تج م��ا  ن �ذا �عتمد ع�� اختيار أنصاف النظيماتإسنكتفي �نا بالقول  .)]4[و  ]3[للقارئ الرجوع إ�� المرجع�ن 

محدودية �ل مشتقة من رتبة  اللا��ا�يت�تج من قابلية الاشتقاق  D()جملة ا��وارات الأساسية؛ ففي حالة الفضاء 

و�ذا ما �سمح لنا بتعر�ف نظيم التقارب المنتظم ل�ل مشتقة ع�� �ل م��اص، والذي �عت�� نصف  .معينة ع�� �ل م��اص

�س�� �ذه العملية بال��اية  .ا (أو ح�� رتبة معينة) ع�� مفتوحالقابلة للاشتقاق لا��ائيً  نظيم إذا أخذناه �� فضاء التوا�ع

 الاستقرائية الدقيقة.
  

  الكثافة ومف�وم الصقل .4

مف�وم لا يمكن الاستغناء عنھ �� التحليل الدا��، والذي يمكن التعب�� عنھ بما ي��: ت�ون �و مف�وم الكثافة 

. �سمح Eوفق طبولوجيا الفضاء  Aبمتتالية عناصر من  Eإذا أمكن تقر�ب �ل عنصر من  Eكثيفة �� فضاء  Aمجموعة 

...) إ�� عناصر من  ،لنا �ذا التقر�ب بنقل العمليات ا��تلفة (التقارب الضعيف، ال��اية والاشتقاق تحت إشارة الت�امل

العودة إ�� عناصر الفضاء الأول ما أمكن  مختارة �عناية بحيث ت�ون عناصر�ا لطيفة بالقدر الذي نر�ده، ثم Aمجموعة 

 ذلك (�ش�� إ�� أن عملية الرجوع ل�ست ممكنة إلا تحت شروط).
مجموعة قابلة للعد  Eو�و أن يقبل فضاء طبولو��  ،من ب�ن المفا�يم المتعلقة بالكثافة مف�وم قابلية الفصل

القابلة للعد عبارة عن اتحاد فضاءات شعاعية جزئية يمكن جعل ا��موعة  ،اا نظيميً فضاء شعاعيً  Eفإذا �ان  .كثيفة فيھ

من��ية البعد، و�و ما �سمح بتقر�ب المسائل من مسائل �� فضاءات غ�� من��ية الأ�عاد إ�� فضاءات من��ية الأ�عاد، كما �و 

 Faedo-Galerkinغالارك�ن (-ا��ال �� طر�قة فايدو
ً

  .) مثلا

  ومن بي��ا: ،�� كث�� من الفضاءات الدالية اكثيفً  �D()عت�� فضاء التوا�ع الاختبار�ة 

  ًا للطبولوجيا المرفقة بنظيم التقارب المنتظم.فضاء الدوال المستمرة ع�� م��اص، وذلك وفق 
  فضاء الدوال القابلة للاشتقاق ح�� رتبةm ًا للطبولوجيا ال�� تم الإشارة إل��ا.، وذلك وفق 
  ا للطبولوجيا ال�� تم الإشارة إل��ا.وفقً فضاء الدوال القابلة للاشتقاق لا��ائيا، وذلك 
  فضاءات لو�يغ)(pL �� اوفق النظيم المرفق. 
  فضاء التوز�عاتD'(). 
 الفضاء ��

�,�()  الم�ون من الدوال المنتمية إ�� ��,�() ال�� تنعدم ع�� حافة و.  

ف��ض أ��ا مصقولة (قابلة للمفاضلة بنحو �اف) إ�� �عتمد مف�وم الصقل ع�� نقل قابلية المفاضلة من دالة يُ 

 
ً

. �ناك متتاليات خاصة �س�� ا��داء ال��او�� ل�ا مع دالة أخرى لا تتمتع ��ذه ا��اصية، �أن ت�ون من فضاء لو�يغ مثلا

ذات مشتقات  متتاليات صاقلة يتم إدخال�ا ع�� جداء ال��اوج لإثبات الكثافة أو لإيجاد حلول صر�حة لمعادلات تفاضلية أو

 جزئية.
  

  ا��لول الضعيفة وفضاءات سو�ولاف  .5

يمكننا  ،بالرجوع إ�� ما تم تقديمھ �� الفقرة الثانية حول مف�وم المشتق الضعيف، و�اعتماد دالة اختبار�ة مناسبة

الانتقال من مسألة ذات قيم حدية لمعادلة ذات مشتقات جزئية من الرتبة الثانية إ�� معادلة تتضمن مشتقات من الرتبة 

 الأو��.
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  لنأخذ مثلا المسألة التالية:

�
−∆� = �:  Ω �� 

� = 0: �Ω ع�� 
                            (�) 

  fو  ،مصقولة بالقدر الذي نر�د �Ωذا حافة   �ℝ ا منا محدودً يمثل مفتوحً  Ωحيث 
ً
ا س�تم تحديد�ا دالة تحقق شروط

 .بناء ع�� طبيعة المسألة
مختارة �عناية وتطبيق  vيمكننا الانتقال من المسألة المذ�ورة أعلاه إ�� المسألة الموالية باستخدام دوال اختبار�ة 

  دستور الم�املة بالتجزئة المعمم (دستور غر�ن):

� ∇�. ∇�


= � f. �                (��)


 

 
  (2L(يكفي أن ت�ون جميع الدوال المذ�ورة ت�ت�� إ��  ،امعرفة جيدً  (��)�ي ت�ون �ذه المسألة 

ً
. إن �ذا مثلا

، و�ذا �و بالضبط (2L(يقت��� انتماء الدوال الاختبار�ة وجميع مشتقا��ا ا��زئية بالمف�وم الضعيف إ�� فضاء لو�يغ 

 .(1H(مف�وم انتماء �ذه الدوال الاختبار�ة إ�� فضاء سو�ولاف 
�ومشتقات رتب��ا أقل أو �ساوي  p1بتعميم �ذا التعر�ف إ�� أساس كيفي  ∈ ℕ∗،  نحصل ع�� فضاءات

 وغ�� ا��طية. ، و�� الوعاء الدا�� لكث�� من المسائل ذات القيم ا��دية ا��طية(m,pW(سو�ولاف ذات الرتب ال��يحة 
 
ُ
 ا ع�� الش�ل التا��:وال�� يمكن كتاب��ا عمومً  ،(P)بالصيغة التغاير�ة للمسألة  (��)س�� المسألة �
  

(Au,v) = F,v,       vV   (Q) 
 

 حيث يُ 
ّ
 و�ُ  ،ا (من نمط سو�ولاف �� كث�� من الأحيان)ا نظيميً فضاء شعاعيً  Vل مث

ّ
كما  ،'V ثنو�ھنحو  Vا من مؤثرً  Aل مث

  ).ℝ نحو V(تطبيق من  Vتا�عية ع��  Fمثل يُ 

  إذا �انF  
ً

ميلغرام –فإن نظر�ة لاكس ،)coerciveا (ا وقسر�ً ا مستمرً ا خطيً تطبيقً  Aا و�ان ا مستمرً  خطيً شكلا

)Lax-Milgram تضمن لنا وجود حل وحيد للمسألة ((Q) ي �� ليع�� الفضاء ال��Vميلغرام -. إن نظر�ة لاكس

) المتعلقة بالم��ا��ات Stampacchiaومثل�ا نظر�ة ستامباخيا ( ،لا يمكن تطبيق�ا إلا ع�� فضاءات �يل��تية

 التغاير�ة لا تطبق إ�� ع�� محدب من فضاء �يل���ي.
  أما إذا �انA  ًردبراو –ر�ة التوا�ع الرت�بة والمعروفة أحيانا باسم مين��ظفإننا ن��أ إ�� ن ،ا غ�� خطيتطبيق 

)Minty–Browder(،  وال�� يكفي أن ي�ون ف��اA  ًا بطر�قة محددة، لنضمن ا، مستمرً ا، رت�بً ا، قسر�ً محدود

  (Q)وجود حل للمسألة 
ً
 ا إضافية.دون الوحدانية ال�� تتطلب شروط

  أما �� حالة �ونF وطر�قة  ،فإننا ن��أ إ�� طرق أخرى مثل طرق النقطة الصامدة والطر�قة التغاير�ة ،غ�� خطي

  غالارك�ن، وغ�� ذلك من الطرق ال�� لا يمكن حصر�ا �نا. –التقر�ب لفايدو 

إنھ مضمحل  Aا �� �ذا النوع من المسائل، و�فقدانھ نقول عن المؤثر �عت�� أساسيً  Aإن اش��اط القصر�ة للمؤثر 

  ،�� �ذه ا��الة علينا ال��وء إ�� حيل أخرى  .أو شاذ
ً

بوان�ار�ھ  بايناتباستخدام إحدى مت من بي��ا �غي�� النظيم مثلا

)Poincaré أو الضرب �� دالة مختارة �عناية �س�� دالة ثقالية، ومن ثم نضطر إ�� الانتقال إ�� فضاءات سو�ولاف ،(

  لا يمكننا فعل ذلك فن��أ إ�� توسيع فضاء ا��ل أك�� كما سن�ينھ �� الفقرة الموالية بإيجاز. ،و�� كث�� من الأحيان .الثقالية
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ا من الفضاء الثنوي للفضاء الذي ث�� ل��ل، ف�� عادة ما ت�ون جزءً إن الطرق السابقة لا تقدم لنا فضاءات مُ 

 أقلومن أجل ذلك ن��أ إ�� خطوة إضافية �س�� البحث عن صقالة ا��ل، أي اختيار  .ي�ت�� إليھ مؤثر الطرف الأيمن

�� اختيار مناسب للدوال الاختبار�ة و�عض التعار�ف عفضاء يمكن أن ي�ت�� إليھ حل المسألة. �عتمد �ذه ا��طوة 

 ث��.تجعل ا��ل ي�ت�� إ�� فضاءات مُ  ،وا��واص المتعلقة بفضاءات سو�ولاف
��� ما يمكن أن إن �ذا يب�ن لنا أ�مية الطرف الثا�ي وأن صقالتھ تؤثر بصفة مباشرة ع�� صقالة ا��ل، وأن أق

مھ النظر�ات السابقة �و ضمان ا��ل �� حالة وجود الطرف الثا�ي ضمن الثنوي ا��اص بفضاء الدوال الاختبار�ة تقدّ 

 .ردبراو –ميلغرام وستامباخيا ومين��–و�ذا ما تم النص عليھ بصراحة �� نظر�ات لاكس .المرفقة
 
ً
ا (رديء الصقالة)، �أن ي�ون �� فضاء لو�يغ ا غشيمً ا ثانيً والسؤال المتبادر للذ�ن: ما الذي يحدث إذا اعت��نا طرف

 �أن ي�ون قياس رادون مثلا؟ ،، أو ح�� يفقد �ونھ دالة(لا ت�س أننا نت�لم عن مفتوحات محدودة) (1L(الأوسع 
 (Q)و��ون ا��داء الثنوي المعت�� �� المسألة  ،يقت��� �ذا النوع من المسائل البحث عن ا��لول �� مجموعة أوسع

، ب�نما يتم اختيار ا��لول �� فضاء سو�ولاف واسع مثل D()بمف�وم التوز�عات، فيتم اختيار دوال اختبار�ة من 

��
�,�(Ω). 

تمكننا تطبيق إحدى  )kA(ل��صول ع�� متتالية مؤثرات قسر�ة  �Aعتمد الطر�قة باختصار ع�� ب�� المؤثر 

ثم إعطاء تقديرات واستعمال نظر�ات التقارب والكثافة للوصول إ��  النظر�ات السابقة للوصول ع�� حلول تقر��ية، ومن

 .(Q)ا��ل الأص�� للمسألة 
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وكما رأينا تتمتع الدوال  .�عت�� ميدان التحليل التا��� والمعادلات ذات المشتقات ا��زئية من أوسع ميادين التحليل

كما ت��ز  .الاختبار�ة بم�انة مرموقة ضمن �ذين الميدان�ن الواسع�ن، و�ذا ما يب�ن لنا الأ�مية ال�� تحتل�ا �ذه الدوال

أ�مية اختيار الدوال الاختبار�ة �� إيجاد ا��لول ا��اصة بالمسائل ذات القيم ا��دية المتعلقة بالمعادلات ذات المشتقات 

  ة، وكذا نظر�ات الكثافة ضمن مختلف الفضاءات الدالية.ا��زئي
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