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 خواص شا�عة للأعداد الأولية .1

مركز�ة �� نظر�ة الأعداد، و�عت�� ا��وا�ر الفردية �� عالم الأعداد، حيث إ��ا تدخل �� الأعداد الأولية ل�ا أ�مية 

 
ُ
ماثل �� العالم المادي الذرات ال�� تت�ون م��ا �ل عناصر المادة �� ال�ون. وقد تركيب بقية الأعداد الطبيعية، و�ذلك ت

 ية �� �عض التطبيقات الملموسة مثل استخدام�اا لأن ل�ذه الأعداد أ�موجود ما لا ��اية م��ا. ونظرً  قليدسأبر�ن 

�ائلة مس�ندة إ�� ا��اسبات )، فإنھ تجري �� الوقت ا��ا�� عمليات حسابية Cryptographyا��اسم �� علم التعمية (

�������2العدد الم��سي��  �ش�� مثلا إ�� أنا��ديثة لاك�شاف أك�� عدد ممكن م��ا.  − أك�� من  يت�وّن من، والذي 1

ألف رقم عشري، �و أحد أك�� الأعداد الأولية المك�شفة حديثا، وقد تم الوصول إ�� �ذه الن�يجة �� ش�ر نوفم��  400

) �� الأعداد Mersenne( م��س�نوللعلم فإن الأعداد الم��سي�ية الم�سو�ة إ�� عالم الر�اضيات الفر����  .1996من عام 

�2ذات الش�ل  −   عدد طبي��.   � ، حيث1

  فيما ي�� �عرض �عض ا��واص ال�سيطة للأعداد الأولية.

  علاقة ت�افؤ كما ي��: ℤف ع�� مجموعة الأعداد ال��يحة ا معطى غ�� معدوم. �عرّ ا طبيعيً عددً  �ليكن 

∀�∈ℤ, ∀�∈ℤ: � ≡ � mod � ⟺ � − � ∈ �ℤ ⟺ ∃� ∈ ℤ: � − � = ��. 
  ا��موعة "اوفق �ذه العلاقة �و "�عر�فً  �إن صف ت�افؤ العدد ال��يح 

�� = {� + ��: � ∈ ℤ}. 
�و�وجد عدد طبي�� وحيد  ∈ {0,1, … , � − �ي�ت�� إ�� �ذا الصف، أي يحقق  {1 ≡ � mod � وكما يمكن .

 
ّ
لذلك فإنھ يتحدد عمليا  ،�ع��  �ل �� ا��قيقة با�� القسمة الإقليدية للعدد الملاحظة �س�ولة، فإن �ذا العدد يمث

  بإجراء ا��وارزمية المرافقة ل�ذه القسمة.

ℤا ��موعة حاصل القسمة الناتجة عن علاقة الت�افؤ المشار إل��ا آنفا بالرمز رمز غالبً يُ  �ℤ⁄:وعليھ يأ�ي ، 

ℤ �ℤ⁄ = {��: � ∈ ℤ} = {�̅: 0 ≤ � ≤ � − 1}. 

  فيما يخص �ذه ا��موعة، لدينا الن�يجة التالية:

  .2ا معطى أك�� من أو �ساوي ا طبيعيً عددً  �ليكن . 1م���نة 

1- ℤ �ℤ⁄ حلقة واحدية وتبديلية؛ 

ℤ قابل للقلب �� �� -2 �ℤ⁄  إذا، و�ذا فقط، �ان� ∧ � =  أولي�ن فيما بي��ما؛� وَ  �، أي إذا �ان 1

ℤعدد أو�� إذا، و�ذا فقط، �انت  � -3 �ℤ⁄  
ً

ℤ إذا، و�ذا فقط، �انت حقلا �ℤ⁄ .حلقة تامة 

2من أجل  ≤ ℤإ�� مجموعة العناصر القابلة للقلب �� ا��لقة  ��، نرمز بـ� �ℤ⁄ إ�� عدد  (�)�و�ـ

. إنھ �ساوي حسب �) لـEuler's indicator( أو�لرعرف �� أبجديات نظر�ة ا��ساب باسم دليل عناصر�ا، والذي �ُ 

، ذا��ا من الم���نة 3والأصغر منھ. وحسب الن�يجة رقم  �السابقة عدد �ل الأعداد الأولية مع  من الم���نة 2الن�يجة رقم 

��ا، فإن أوليً  �فإنھ إذا �ان  = ℤ �ℤ⁄ − (�)�، وعليھ {�0} = � − ، (�)�. و�صعب �� ا��الة العامة تحديد 1

  إ�� جداء عوامل أولية. �لأن ذلك يتطلب تفكيك 
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   ا باسم م���نة أو�لر.�عرف تار�خيً  لدينا الم���نة التالية، وال��

2. ليكن 2م���نة  ≤ �. من أجل �ل عدد ��يح � ∈ ℤ  أو�� مع� ،��(�) ≡ 1 mod � .   

، فإن �) رتب��ا (�ع�� عدد عناصر�ا) �ساوي Finite groupزمرة من��ية ( ��علم من نظر�ة الزمر أنھ إذا �انت  ال���ان.

�� = �من أجل �ل  � ∈   .�إ�� العنصر ا��يادي لـ �، حيث �ش�� �

ي�ت�� إ�� الزمرة  ���ستخلص بأن  1الواردة �� الم���نة رقم  2. من ا��اصية رقم �ا مع ا أوليً ا ��يحً عددً  �الآن ليكن 

(�)���، ومنھ المساواة (�)�ذات الرتبة  ��المن��ية  = (�)��، وال�� �ع�� بالضبط أن �1 ≡ 1 mod � .∎ 

 Fermat's( ف��ماالن�يجة التالية وال�� تحمل الاسم الم���نة الصغرى ل 2ا من الم���نة رقم سر�عً �ستخلص 

little theorem.( 

  ، لدينا�. من أجل �ل عدد أو�� 3م���نة 

∀�∈ℤ: � ∧ � = 1 ⇒ ���� ≡ 1 mod �, 

  أو أيضا

∀�∈ℤ: �� ≡ � mod �. 
  بحيث: �لقد تم التأكد حديثا من أنھ يوجد ما لا ��اية من الأعداد الطبيعية غ�� الأولية 

∀�∈ℤ: � ∧ � = 1 ⇒ ���� ≡ 1 mod �. 

 .561 وأصغر�ا �و)، Carmichael( �ارماي�لتد�� �ذه الأعداد بأعداد 

 
ً
ا، بيد أن م���نة ا فحسب لأن ي�ون عدد طبي�� معطى أوليً ا ضرور�ً إن م���نة ف��ما الصغرى �عطي شرط

 Wilson( و�لسون 
ً
  .ذا��ا ا للمسألةا و�افيً ا ضرور�ً ) التالية �عطي شرط

2ليكن . 4م���نة  ≤ �)ا إذا، و�ذا فقط، �ان أوليً  �. ي�ون � − 1)! ≡ −1 mod � .   

2)لدينا  .ال���ان − 1)! = 1 = 2 − 1 = −1 + 2)، وعليھ 2 − 1)! ≡ −1 mod 2 و�ذا �ع�� أن العلاقة ،

�الواردة �� الم���نة ��يحة من أجل  = 3ا بحيث ا أوليً عددً  �. ليكن إذن 2 ≤ من الم���نة  3. حسب ا��اصية رقم �

ℤفإن  1رقم  �ℤ⁄  حقل، و�التا�� ف�� حلقة تامة. وُ�ستخلص من �ذا بأن كث�� ا��دود�� − يقبل بالضبط جذر�ن  �1

ℤتر�يعي�ن ��  �ℤ⁄ وَ  �1 �ما� − 1������� = �ما العددان الوحيدان مقلو�ا نفس��ما ��  �1−وَ  �1، و�عبارة أخرى فإن �1−

ℤ �ℤ⁄ لذلك إذا �ان .� ∈ � = {2�, … , � − �ا ، فإن حتمً {�������2 ≠ ���وَ  ��� ∈ ، و�التا�� يمكن كتابة �ذه �

�ا��موعة ع�� النحو الآ�ي  = {��, ��
��, … , ��, ��

�، حيث {�� = (� − 3)    . ومنھ:⁄2

2� × ⋯ × � − 2������� = �� × ��
�� × ⋯ × �� × ��

�� = 1� × ⋯ × 1� = 1�, 

  وَ 

(� − 1)!����������� = 1� × 2� × ⋯ × � − 2������� × � − 1������� = 1� × −1���� = −1����. 

�)وعليھ يأ�ي  − 1)! ≡ −1 mod �.  

�)بالعكس لنفرض أن  − 1)! ≡ −1 mod � قاسم لـ �ا، فإنھ يوجد عدد طبي�� أوليً  �. إذا لم يكن� 

1بحيث  < � < �)يقسم أيضا  �. إن � − ، و�ذا 1يقسم  �ا أن ، لذلك �ست�تج من العلاقة المفروضة آنفً !(1

   ∎ا أو��. حتمً  �مستحيل، لذلك فإن 

�)ا لأن حساب ونظرً  −  يتطلب عددً  !(1
ً

، فإن � من العمليات ا��سابية من أجل قيم كب��ة قليلا لـا �ائلا

ا ل�ونھ يفرض إنجاز ا أم لا �و أمر بلا جدوى عمليً أوليً  �من أجل معرفة إن �ان  4الاستخدام المباشر لن�يجة الم���نة 

حسابات م�لفة للغاية. ومع ذلك توجد مخارج مناسبة تؤدي إ�� استخدامات ذات قيمة للن�يجة المشار إل��ا، م��ا ع�� 

من عدم�ا ع��  �س�يل المثال المزاوجة ب�ن عمليات حسابية س�لة الإنجاز واختيارات عشوائية مناسبة لتحديد أولية 

 Probabilisticارزميات ا��سابية الم�شأة وفق �ذه الطر�قة با��وارزميات الاحتمالية (. تد�� ا��و 3ضوء الم���نة 

algorithms ًا �� ا��ساب.ا م��ايدً )، و�� تلقى رواج 
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3ليكن  ≤   ا معطى. لدينا:ا فرديً عددً  �

(� − 1)! =
� − 1

2
! × �

� − 1

2
+ 1� × ⋯ × (� − 1) 

= �
� − 1

2
� ! × � �

���

��
���

�
��

=
� − 1

2
! × �(� − �)

���
�

���

. 

  ومنھ نحصل ع��

(� − 1)! ≡
� − 1

2
! × �(−�)

���
�

���

mod � ≡ (−1)
���

� �
� − 1

2
!�

�

mod �. 

�و�التا�� إذا �ان  ≡ 1 mod4 فإن  

(� − 1)! ≡ �
� − 1

2
!�

�

mod �. 

  نحصل ع�� الن�يجة التالية:  4من �ذه العلاقة ومن الم���نة رقم 

�ا بحيث ا طبيعيً عددً  �. ليكن 5ن�يجة  ≡ 1 mod4 ا إذا، و�ذا فقط، �انأوليً  �. ي�ون  

−1 ≡ �
� − 1

2
!�

�

mod �. 

�ا بحيث ا أوليً عددً � و�كذا فإذا �ان  ≡ 1 mod4 و مر�ع �� ا��قل  �1−، فإن�ℤ �ℤ⁄ 
ّ
 ل، و�مث

(� − 1 2⁄  كب��ً  �أحد جذر�ھ ال��بيعي�ن. و�صعب حساب �ذا ا��ذر إن �ان   !(
ً

، لكن توجد مع ذلك خوارزمية ا قليلا

  احتمالية، س�تحدث ع��ا فيما ي��، أك�� فاعلية ��سابھ.

ℤا �� ا��قل مر�عً  �1−، إذا �ان �من ناحية أخرى يُ���ن كتمر�ن �سيط أنھ من أجل �ل عدد أو��  �ℤ⁄ فإن ،

� ≡ 1 mod4:ومنھ الن�يجة .  

  ، الدعوتان التاليتان مت�افئتان:�. من أجل �ل عدد طبي�� 6ن�يجة 

�يحقق الشرط�ن  � -1 ≡ 1 mod4  َو  

−1 ≡ �
� − 1

2
!�

�

mod �. 

ℤمر�ع �� ا��قل  �1−عدد أو�� وَ  � -2 �ℤ⁄. 

)، وال�� �عت�� بر�ا��ا Theorem of primitive elementsفيما ي�� �عطي نص م���نة العناصر الأصلية (

 �� ا��ساب. اجيدً  اتمر�نً 

�ا. يوجد ع�� الأقل عنصر ا أوليً عددً  �. ليكن 7م���نة  ∈ ℤ �ℤ⁄ − �رت�تھ  {�0} − ����، و�التا�� 1 = 1� 

ℤوَ  �ℤ⁄ − {0�} = {1�, �, ��, … , ℤا �� الزمرة أصليً  اعنصرً  �يد��  .{���� �ℤ⁄ − {0�}. 

  

  خوارزمية احتمالية ��ساب جذر تر�ي��  .2

�ا بحيث ا أوليً عددً  �ليكن  ≡ 1 mod4 و�التا�� .� − 1 = 2حيث  ��2 ≤ عدد طبي�� فردي. � وَ  �

  لنضع

� = �� ∈ ��: ��� = 1��, ℰ = �� − � = �� ∈ ��: ��� ≠ 1��. 

  التالية: فيما يخص �ات�ن ا��موعت�ن لدينا التوطئة
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� card. لدينا 1 توطئة = card ℰ، و�التا�� �2 = card �� − card � = 2�(2��� − 1).  

�، يمكننا اختيار عنصر 7حسب الم���نة رقم  .ال���ان ∈ ℤ �ℤ⁄ − �رت�تھ  {�0} − �. و�التا�� إذا �ان 1 ∈ ، فإنھ �

�يوجد  ∈ {0,1, … , � − �بحيث  {2 = �1، وعليھ �� = ��� = �، الأمر الذي �ع�� أن ���� − ، ��2قاسم لـ 1

�ا كما ي�� ونكتب ذلك رمز�ً  − ���  �، وتأ�ي ��ة �ذا الاست�تاج من حقيقة أن رتبة ��2|1 − . بالعكس إذا �ان 1

� = �بحيث  �� ∈ {0,1, … , � − ��2وَ  {2 = �(� −  عدد طبي��، فإن �مع  (1

��� = ���� = ��(���) = (����)� = (1�)� = 1�, 

�و�التا��  ∈ �. إذن يمكننا أن نكتب � = �� = ��: � ∈ �حيث  �� = {�: 0 ≤ � ≤ � − 2 ∧ � − 1|2��} .

�لنلاحظ أن التطبيق  ↦ ���  �، و�عود ذلك دائما إ�� �ون رتبة �إ��  ��و تقابل من  �� − ، ومنھ �ست�تج بأن 1

�بما أن  أخرى . من ناحية ذاتھ عدد العناصر  �وَ  �للمجموعت�ن  − 1|2�� ⇔   ، فإن لدينا�|���2

� = �� = 2����: 0 ≤ � ≤
� − 2

2���
� = �� = 2����: 0 ≤ � ≤ �

� − 2

2���
��, 

�حيث �ش�� 
���

إ�� ا��زء ال��يح لـ �����
���

  الذي يحقق �ا العدد ال��يح الوحيد ، و�و �عر�فً ����

� ≤
� − 2

2���
< � + 1. 

��ساوي  �وعليھ فإن عدد عناصر 
���

����� +   . لكن1
� − 2

2���
=

� − 1

2���
−

1

2���
= 2� −

1

2���
. 

2لذلك بما أن  ≤ �2، فإن � − 1 <
���

���� < �، ومن ثمة يأ�ي �2
���

����� = 2� − �وَ  1
���

����� + 1 = انت��  .�2

  ∎ال���ان. 

  �و �. إن احتمال أن ي�ون �ذا العدد من ا��موعة ا��زئية ��من ا��موعة  ال���ب بصورة عشوائية عددً 
card �

card ��
=

2�

2��
=

1

2���
≤

1

2
. 

��ب من �ذه ال��و�ات ع�� عدد  مرة (مع الإرجاع)، فإن احتمال أن نحصل �� �ل �و�التا�� إذا كررنا عملية ال��ب 

 �و �من 
1

2�(���)
. 

  �و ℰوعليھ فإن احتمال أن نحصل �� أحد ال��و�ات ع�� عدد من 

1 −
1

2�(���)
. 

2و�ما أن  ≤   ، فإن �ذا الاحتمال أك�� من أو �ساوي �

1 −
1

2�
. 

ا، فإن احتمال يمكن التأكد ع�� س�يل المثال من أنھ �عد إجراء عشر�ن عملية ��ب عشوائية مثلما أش�� إل��ا آنفً و�كذا 

، و�ذا معناه حصولنا 1، أي �ساوي تقر�با �0.9999990463ساوي أو أك�� من  ℰأن نحصل �� واحدة م��ا ع�� عدد من 

  ا.ا متتا�عً �عد إنجاز عشر�ن ��بً  ℰفعلا ع�� عدد من 

إن )، والذي نصھ "Borel( بور�لو�مكن ز�ادة التأكيد ع�� �ذه الن�يجة باستخدام مبدأ الاحتمالات العملية ل

نحصل ع�� عدد من  ألاا، فإن احتمال ". وكما أش�� آنفً لا تتحقق أبدا ���10أية حادثة عشوائية ذات احتمال أقل من 

ℰ  ا �و أقل منا متتا�عً ��بً  ��عد إجراء  
1

2�
. 
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  و�ما أنھ لدينا
1

2�
≤ 10��� ⇔ 10�� ≤ 2� ⇔ 50

lin 10

lin 2
≤ �. 

  ا من ال��و�ات المتتا�عة يفوق العدد ا��قيقي إن أجر�نا عددً  ℰا ع�� عدد من فإننا سنحصل حتمً 

50
lin 10

lin 2
≈ 166.10, 

  .اوالذي �و ل�س كب��ً 

 
ّ
ا ا��طوة الأو�� من ا��وارزمية الاحتمالية ال�� نرغب �� تقديم�ا عميلة إنجاز ال��و�ات الموصوفة آنفً ل تمث

  .ذا��ا �نا، ونمر الآن إ�� شرح ا��طوة الثانية ل��وارزمية

ℐ. إن ا��موعة ℰمن ا��موعة  �ا لنف��ض بأن لدينا عددً  = �� ≥ 1: ���� = �ل�ست خالية لأن   ��1 ∈ ℐ 

���لأن  1حسب الم���نة الصغرى لف��ما، ولا تحتوي ع��  ≠ . لذلك فإن عنصر�ا الأصغر ℰإ��  ��س�ب انتماء  �1

min ℐ  لنضع �وَ  2محصور ب�ن .� = min ℐ − min. من �عر�ف 2 ℐ  ستخلص أن�� = ������ ≠ بالإضافة  ،�1

��إ�� ذلك لدينا  = ������ = ����� ℐ� = �، و�التا�� �1 = ������ = ، تأ�ي �ذه الن�يجة من حقيقة أن �1−

��كث�� ا��دود  − ��ℤ ا��لقة التامة  �1−وَ  �1  يقبل بالضبط جذر�ن تر�يعي�ن �ما �1 �ℤ⁄ و�كذا حصلنا ع�� جذر .

ا ع�� . إن ا��طوة الثانية �� ا��وارزمية الم�شودة أصبحت وا��ة، و��: �عد العثور عشوائيً �����و  �1−تر�ي�� للعدد 

  .�1−ح�� نحصل ع�� جذر تر�ي�� لـ ��نقوم بحساب المر�عات المتتا�عة للمقدار  ℰعدد من 

والآن بمقدورنا عرض خوارزمي�نا بواسطة �لمات اللغة العر�ية، و�� ل�ست بحاجة إلا لصياغ��ا بلغات ال��مجة 

  ا��ديثة من أجل تنفيذ�ا واختبار فعالي��ا.

 ���ع (مع الإرجاع) لأعداد من ا��موعة : قم بال��ب العشوا�ي المتتاا��طوة الأو��"
ّ
ف عن ال��ب عند العثور ، وتوق

���يحقق  �ع�� عدد  ≠ 1�.  

 ��: قم بحساب المر�عات المتتا�عة للعدد ا��طوة الثانية
ّ
للعدد  ف عن ا��ساب عند ا��صول ع�� مر�ع م��ا مساوٍ ، وتوق

−1�."  

وكما تم توضيح ذلك فإن �ذه ا��وارزمية قابلة للتنفيذ، بل وُ�تحقق من أ��ا أقل ت�لفة حسابية من خوارزمية 

�))الضرب المباشرة ��ساب المقدار  − 1) 2⁄ )!.  

  م بالاس�ناد إ�� مبدأ الاحتمالات العملية لبور�ل الن�يجة التالية:�� ا��تام نقدّ 

�ا بحيث ا طبيعيً عددً  �. ليكن 8ن�يجة  ≡ 1 mod4 إن لم نحصل ع�� عنصر من .ℰ  ب  �167عد إجراء أك�� من��

 ا.ل�س أوليً  �عشوا�ي متتا�ع، فإن 


