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 لدالة لمنحنيات مستوى 

2 3 3: , ( , ) 3 .f x y x y xy  R R ֏ 
م الأ=>مية ;ستعمل النصّ ا67روف العر2ية الإضافية الآتية 

َ
 : FG كتابة Cعض أسماء العَل

 .)ou(، وُ )o(، و)e ،eu ،œ، ...)، ۆ (é  ،è  ،e)، ٻ (v)، ڥ (g( )، ڤpپ(

. 

WXع الضوء  Cعض  إلقاء  المقال  _ذه   FG حول  الكثfَg  ه تطوّرُ  أسال الذي المنحabنحاول  ا7>دل  Cعد   fj67ا  من 

 لعبت  "قة�لور ا"  إنّ  القول  ن للأخfg. يمكنوآخرون معاصر  تيون والذي شارك فيھ ر�اضيا   fماpف  و   دٻmارت   المماسات بgن

أ  بطر�قةدورًا   كما  والتmامل.  التفاضل  67ساب  المبكر  التطو�ر   FG Cعضّ�~اما  فضول   fgتث _ذا  يومنا  ح��  تزال   لا 

     .تفاضلية ب�bً  وطو�ولوجية  ب�bً   و جfjية ب�bً  من بgن أمور أخرى ،عرّفوا عل�~ا   الذين الر�اضياتيgن

". قات المتعددة�الور " �Wإو�عميمًا   قة �ور المعروفة ا��تلفة وال�a تحمل اسم   ي سنقوم أيضًا بفحص منحنيات المستو 

 دٻ�ارت قة �ور  .1

  المنحab  ظروف ظ�ور _ذا .1.1

الر�اضي بالاك�شافات  غنيًا  عشر  الساCع  القرن  ولكنّ اتية�ان  بgن  ،  وا�7لافات  بالمناقشات  غنيًا  أيضًا  �ان  ھ 

  دٻmارت . لم يف�م  aماسات المنحb حول مسألة رسم مُ  fماpف  و    دٻmارت. إحدى _ذه المواج�ات الش�fgة جرت بgن  يgنالر�اضيات

  fماpف تمامًا طر�قة 
ُ
  .  )1() �ان أفضل بكثLa Géométrie fgمھ (FG الذي قدّ   ا67لّ  ماسات، و�ان ;عتقد أنّ لرسم الم

مي 
ّ
 _نا لاع عWX _ذا المقال بالفر�سية كن الاط

 * ى وأشياء أخر   دٻ�ارت اتور�ق 

2025ر�لفا ،41 
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لديھ  الذي عادة ما يmون  و   ،يّ ى ر�اضيا�: حيث يتحدّ   خذت العديد من ا�7لافات FG ذلك العصر شmل التحدياتاتّ 

   مشmلة (وحلّ 
َ
للعثور    fماpف   دٻmارتى  المشmلة. باتباع _ذه العادة، تحدّ   بأكملھ 67لّ   ھ أو ح�� ا�>تمع العل�aّ للمشmلة)، زميل

  موصوف بالمعادلة  a). _ذا المنحbدٻmارت�ان قد اخ¡fعھ ( د Cشmل خاصّ معقّ   ماسات لمنحنٍ عWX مُ 

 3 3 3 0x y mxy    (1.1)    

شmل    من الور�قة    . يأ�ي اسم"دٻmارتقة  �ور "  اسم ، وقد أطلق عليھ منذ ذلك اg67ن  )2(  منعدمغfg    يّ ثابت حقيق  mحيث  

عWX حلقة،   1672ال FG عام  ©ورو2ر   FG1638 عام    دٻmارت، اقتصر  a ل. عند دراسة _ذا المنحFGb الر¥ع الأوّ   6aلقة المنح7bورقة  

0    الإحداثيات الموجبةمع الأخذ FG الاعتبار فقط   x 0و y  لmا67لقة تتكرّ   ~ما اعتقدا أنّ ال¬سار) لأ�ّ  نع  1(الش  FG ر

الذي ;عab   فوليوم":       folium  "اسم�ا  �ان  اليمgن)، ومن _نا    نع   1شmل  ال، مثل البتلات الأر¥ع للز_رة (من المعلم  ر¥ع  �لّ 

إ�شاء الطبيعة المقار2ة للفروع   . تمّ رو2ر©ال من طرف  a ماسات المنحbاق¡fاح طر�قة تحديد مُ   تمّ  باللاتيية. ثمّ أو ورقة قة �ور 

  ²³. ڤمن قبل _ي 1692~ية فقط FG عام ¯نماللا 

 
  1الشmل 

  fماpفر  كما ذكرنا سابقًا، طوّ 
ً
~ا  اعتقد أ�ّ   دٻmارت  نقطة من نقطھ، لكنّ   أيّ   a FGل6µصول عWX مماس المنحb  طر�قة

) لإيجاد  ، مثلما تمت الإشارة إليھ(و_و أمر شا·ع بgن المثقفgن FG ذلك الوقت  fما pف  يَ ر تحدّ ل¬ست طر�قة حقيقية؛ ثم قرّ 

 المشmلة، وقدّ   fماpف   المعادلة أعلاه. حلّ ب  لمعرّفا  a المنحb  مننقطة    أيّ   FGالمماس  
ّ
، وF¹  طر�قتھ، وأظ�ر نجاح  دٻmارتة لم الأدل

 . ره نيوتن ولاي¼ن¡²الصغر الذي طوّ  منتFG aºلا الطر�قة ال�a أرست الأساس 67ساب التفاضل والتmامل ال

 أيضًا أنّ ©عWX رو2ر   aاق¡fاح مشmلة تحديد المماس للمنحb  تمّ 
ً
ز_رة الياسمgن    شmلَ   aلمنحb ل  ال الذي اعتقد خطأ

 بgن الساء FG ذلك الوقت). ةرائجً  تشر�ط �ان  ر2طة ل" (اسم  galand "وأعطاه _ذا الاسم. كما أطلق عليھ اسم 

عa    WX رسم المنحb ّلبة، حيث تمّ الم يmونوا عWX دراية بالإحداثيات الس   زّمن FG ذلك ال  يgنالر�اضيات  من الواÀÁ أنّ 

  قة واحدة FG �ل ر¥ع.�، مع ور "نفل" ور�قاتأو C FGعض الأحيان عWX شmل أر¥ع  - ل قة" FG الر¥ع الأوّ �شmل ورقة واحدة أو "ور 

2.1. bدراسة موجزة للمنحa ) 1.1باستخدام المعادلة(  

المأنّ   والاحظ دون  ا�7اصة    ساسھ،  ا67الة   FG بالنظر  الاكتفاء  بإمmاننا  �ان  1mبالعمومية،   )  ولندْع�ا

ور�قتgن    أيضًا أنّ   وا. لاحظm  تھ و�س¼    O    همركز   حاكا67الة العامة من ذلك من خلال ت  استتاج  يتمّ حدة) حيث  وَ قة َال�الور 
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مت  تgنمقابل لـظر ا نلقيمتgن  مركز بلا تتقا  m    تgن  تناظر   FG وO2   هن  عWX  ن.  تُ   ذلكاء  أن  ا67الة  يمكن   WXع الدراسة  قتصر 

0 m  .ا67الة المعتمدة تار�خيًا F¹و  

2من دالة ال  fلتكن  و  a _ذا المنحF  b  ليكن
R  FGR ـالمعرفة ب  

3 3( , ) 3 .f x y x y mxy    )1.2.1 (  

  إذن

3{( , ), ( , ) , ( , ) 0}.x y x y f x y  RF )2.2.1 (  

Cمن الصنف      fبما أنّ الدالة  عندما يmون ذلك ممكنًا.     xكدالة بالسبة إ�F،y    Wف، FG معادلة  عرّ نل   يمكن أن ،

)النقطة   FGالضمنية عل�~ا مfj_نة الدوال  ق طبّ تُ  ),a b ان  إذا�  

( , ) 0, ( , ) 0,
f

f a b a b
y


 


 )3.2.1 (  

  أيْ إذا �ان 

 3 3 23 0, 3( ) 0.a b mab b ma     )4.2.1 (  

C  صنف من ال  I   FG Jمن    دالةو   b  لـ  J   جوار، a لـ I  جوارFG _ذه ا67الة يوجد   ، ون  بحيثmي  

   , , ( , ) , ( ) .x I y J x y x I y x     F)5.2.1 (  

)النقطة   a FGلمنحb لماس الم ),a b   بالمعادلةمعرّف 

( )( ).y b a x a   )6.2.1 (  

xمن أجل   I ،   لدينا( , ( )) 0f x x  .  إذن  

( , ) ( ) ( , ) 0,
f f

x y x x y
x y


 

 
 

  )7.2.1 (  

  ومنھ

( , )
( ) ,

( , )

f
x y

xx
f

x y
y




  



 ).2.18 (  

  أو

2

2
( ) .

x my
x

y mx


  


 )9.2.1 (  

)النقطة  F  FGقة  �مماس الور   فإنّ  منھو  ),a b عطى بالمعادلة;ُ  

     2 2 .0a mb x a b ma y b     )10.2.1 (  
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لدينا   , 0
f

a b
y





إذا  وفقط    �ان  إذا    , 0,0a b  أو     3 23, 2 , 2a b m m  .FG    النقطة

 3 23 2 , 2A m m  لدينا   , 0
f

a b
x





. 

  أنّ   إ�W  ونظرا،  النقطةبالقرب من _ذه   yكدالة ضمنية لـ     xالتعبfg عن    إذن يمكننا   , 0
f

a b
y





لدينا مماس يmون  ،  

 .FGA  ال¡fات¬بموازٍ �6ور  

FG  النقطة   0,0O     ُت الضمنية  مfj_نةق  طبَّ لا  أنظرًا    ، الدالة   Wن  المشتقَّ   نّ إ�gا7>زئي gن 
f

y




و 
f

x




_ذه    FG  ينعدمان  

 النقطة. 

للتوّ لقد      _ناك   أنّ   رأينا 
ً
أنّ ،  F  من Aنقطة   أيّ   إ�Wبالسبة  ھ  بحيث     0 0, 0,0 ,x y AF   مجالان وجد  ي،  ∖

C  صنف من ال  I    FG Jمن    دالةو  Rمن   J و Iان مفتوح  ،   ونmبحيث ي   0 0,x y I J  و 

     ., , ,x y I J x y y x     F ).2.111 ( 

مماثلةب نطر�قة   ، ّgناك    أنّ   نب_B   منF  ّأن   أيّ   إ�Wبالسبة  ھ  بحيث     0 0, 0,0 ,x y BF   مجالان وجد  ي  ،  ∖

Cصنفمن ال  I    FG Jمن    دالةو  Rمن   J و Iان مفتوح  ،   ونmبحيث ي   0 0,x y I J  و 

     ., , ,x y I J x y x y     F  ).2.121 ( 

  دٻmارت  قة�لور ة صر معادلة مخت .3.1

تُ 1.1للمعادلة (لا يمكن      a ر Cشmل مباشر طبيعة المنحbظ�ِ ) أن 
َ
س�ل مناقش¯~ا،  � ھ. ولتحو�ل�ا إ�W أخرى  أو شmل

 تالذي    a المنحb  . و2التا�F فإنّ x بـ y، وy بـ x  س�بدلكما F¹ عندما �   ~ا تظلّ نلاحظ أ�ّ 
ّ
ا بالسبة إ�W  ناظر لھ يmون متمث

(الأوّ  ال�a  المنصف  للزاو�ة   ;ل) 
ّ
mأنّ   ال�ا محور ش التبؤ  الس�ل  ولذلك فمن  بالإحداثيات.  المأھ  _ذا  الذي  ذاك  و   ستقيمخذ 

 ما _  ينا7>ديد �نلانتقال إ�W ا�6ور ا  ات¼سيط المناقشة. علاقت كمحور�ن جديدين، س¬تمّ  بدأ المنقطة   FGيتعامد معھ 

( )

( )

1
2

2

.
1

2
2

x x y

y x y

    

    


)1.3.1 ( 

m  إذا أشرنا بـعلاوة عWX ذلك،    Wون  الذي  فالمنصّ   جزءطول إ�mإسقاطھ طول   ي WXا�6ور   عx Ox   و_m ، ونmلدينا ي 

..
2

m
m


 )2.3.1(   

mط،ي¼س ت، من أجل اللس�بدل و   )1.1م FG المعادلة (_ذه القيّ   لنعوّض  بـ 
3

2

m 
 لو   ، 

ُ
)ة  العلام  ل ²ِ ³ )  .تصرة ا��   المعادلة  

 حيئذ  ستmون 

   2 23 0y m x x x m    )3.3.1 ( 

 �عطي a �الو 

.
3

m x
y x

m x


 


 )4.3.1 ( 
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x  الفاصلةاليمgن عWX    ن قتصر عالم)،  2(الشmل    a المنحb   ، نرى عWX الفور أنّ شmل_ذا ال  عWX المعادلة  و  m  ، _ و  

سافة  المال¬سار، عWX   ن قتصر عم
1

3
m ،المعادلة ب عرّفالمقارب الم  بالمستقيم 

3 0.m x  )5.3.1 ( 

  )11(المرجع 

  
  2الشmل 

  م6µوظة  1.3.1

  ينfَ المتغgّ  بديلمن خلال ت

,
2 2

X Y X Y
x y

 
  )6.3.1 ( 

/  ھ وقياس   O  همركز  اندور  إ�W المنحab  إخضاعب ، أيْ للور�قة) FG1.1 المعادلة ( 4المعادلة WXنحصل ع ، 

   2 2 2 22 3 3 2 0.X X Y m X Y    )7.3.1 ( 

  المعادلة  صبحت ،C3عامل    Y محور الـFG اتجاه   a المنحb دنامدّ إذا 

2 2 2 22 2 0( ) ( )3X X Y m X Y   )8.3.1 ( 

 وF¹ ل¬ست سوى معادلة مُ 
ْ
  2(الشmل    دٻmارتقة  �ور   صورةن وال�F¹ a بالتا�F  اما�لور (منحن ;ستعمل لتثليث الزاو�ة)    ة ثلِ ث

.  تھو�س¼  ناظرمحور التأساسھ قة، �المقارب للور   ستقيمالم  ھاتجاُ_  دٍ ياليمgن) عن طر�ق تمد نع 3   
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  توسيط باستخدام  دٻmارت قة�ور دراسة  .4.1

  mارتٻقة د�توسيط أوّل لور  1.4.1

yبالمعادلة  المعرّف  tD  ليكن المستقيم   xtbالمنح . a  F    نقطة  ال_و مسارtM ستقيممع الم  يتقيل  أين tD 

)،a  tM إحداثÕَ . نحصل عR WX  ا�>موعة  t  وسيطال  مÀÔيعندما  )x t و( )y t  ، ّملة ا7  عن طر�ق حل< 

3 3 3 0

.

x y mxy

y xt





  


 )1.1.4.1 ( 

  نلاحظ أنّ  0,0  ّت قيما �انأيّ  >ملةا7  هل�ذ حل  t  ) 1  بما ف�~اt    1). من أجلt    نجد 

   
2

3 3

3 3
, .

1 1

mt mt
x t y t

t t
 

 
 )1.4.1.2 ( 

�لتان  إذنرى   تحقّ ال yو  xتgن الدال  أنّ  التgن  (قان  ع1.4.1.2(   WX(  gنبالعلاقت  تاندمحدّ )  1.1لمعادلة  أعلاه 

 1R∖ المقابل  و FG س�ولة   يمكنناC   
ّ

  منھ و ).  1.1(  المعادلة  ان قحقّ ت)  g  )1.4.1.2نبالعلاقت  عرّفتgنالم  تgن الدال  أنّ   من  دالتأك

 معرّفة بالتوسيط   Fقة   �فإنّ الور 

  2

2

3 3

1

3 3
, .

1 1

mt mt
t

t t

 



  

R R

֏

∖

  )1.4.1.3 ( 

  من أجل �لّ لدينا  1t  R∖ 

   

3 3

2 23 3

1 2 2
( ) 3 , ( ) 3 .

1 1

t t
x t m y t mt

t t

 
   

 
 )1.4.1.4 ( 

)    gنالمشتقّ   نرى _نا أنّ  )x t  و( )y t  وقت واحد  ينعدمانلا FGFG  ّفإنّ  أي Fنقطة، و2التا� bالمنحa  !منتظم 

 
ّ

�µن ّgن  ص دراسة �غgات الدالتfx وy   ا7>دول FGل ـ 1حيث أخذنا القيمة  الآ�يm.  
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الر¥ع الراCع    a قوس المنحb  ) أنّ 3نلاحظ (الشmل    FG 0(الموجود,  0(x y  قابلي  t    ا�>ال Wإ�  aالذي يت�

 , 1 ،    الثا�ي الر¥ع   FG الموجود  ,0(القوس   0(x y  قابلي  t    ا�>ال  Wإ�  aيت� الذي  1,0 
ْ
حل ب¬نما  قة  ، 

 bالمنح a)0,  0(x y  فتقابل  t    ا�>ال Wإ� aالذي يت� 0,. )3( 

 

 
  3الشmل 

أنّ     .1  إ�t   W  ؤولي  عندما  منتaºاللا   إ�Wتؤولان     yو   xن  االدالت  Wإ�   ونظرا 
1

( )
lim 1

( )t

y t

x t
   ، ّفإن   bالمنح  a

W×المعادلة   ذي المستقيم   يقبل منy x   ًW×امقار2 من FG1t  . 

لدينا Cعد ذلك  
1

lim ( ) ( )
t

y t x t m


   د بالمعادلة ا�6دّ ستقيم  فالم  منھ: وy x m   مقارب   مستقيم

bللمنحa . 
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 الفرق  لدينا من ناحية أخرى 

    
2

2 1

)1(t
y t x t m m

t t


  

 
  )1.4.1.5 ( 

0m ىلـإ بالسبة  ف ومنھ. m  إشارةو_و من   bون المنحmي ، a  0ىلـإبالسبة   تحتھالمقارب و  ستقيم الم  فوقm . 

yالمعادلة ب المعرّف المستقيم   ىلـإبالسبة   a المنحb  ناظر ت إنّ  x   FG 2لـ  �س اجمت  معلم متعامد
R  

ّ
Xوالذي يتج W

FG fgّالتحو�ل ب) 1.1المعادلة ( عدم �غ 

   , ,x y y x֏ 

 . a) للمنح3.1.4.1b( التوسيطfات دراسة �غgّ اختصار  يق¡fح علينا 

t/1  تطبيقال  للقيام بذلك، نلاحظ أنّ  t֏   تقابل من    }1, 0{1I    ∖  FG[ [1,1J   R∖   ولدينا 

  )1/ (x t y t 

 لدينا أيضا 2الطبعو 

  )1/ (y t x t. 

I عWX  �ستطيع إذن إجراء الدراسة   ّالمستقيم المعرّف �إ بالسبة بالتناظر نكمل�ا  ثم Wل  بالمعادلةm4(الش( 

.y x 

 الآ�ي�µص _ذه الدراسة FG ا7>دول  ن
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  mارتٻقة د�توسيط ثان لور  2.4.1

 الوسيط�غيfg  ليكن mارت و ٻقة د�ور ل) 1.2.4.1( توسيطنعد إ�W الل

 ،
1

1
t u

t



֏،   1 0 R R∖ ∖ )1.4.2.1 ( 

 أيْ 

1
.

u
u t

u


֏   0 1 R R∖ ∖ )1.4.2.2 ( 

CFG  0uعد الاس�بدال والتمديد بالاستمرار  ال WXارت ٻد قة�ور ل �يد" الآ"ا7>يّ  توسيط، نحصل عm 

   22
2

2 2

1 1
, 3 ,3 .

1 3 3 1 3 3

u u u u
u m m

u u u u

 
 


 





    
R R ֏ )1.4.2.3 ( 

النقطة    ، من الواÀÁ أنّ لتوسيطا  ا _ذW  �إبالسبة   0,0O  ّنقطة مزدوجة لأ� F¹  ن ا�   تقابل~اgن  �تلفالقيمتgت

  .uوسيطلل 1و 0
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   دٻmارت قة�وتر2يع ور  عديل� .5.1

أنّ  ر 
ّ

المنحab و2ال¡fبيع حساب مساحة جزء من المستوي محدود  نذك بالتعديل حساب طول (قوس من)   abع� نا 

 abمنحن آخر. ر2ما مع  و  )أو بجزء منھ( بالمنح

) إ�W الإحداثيات القطبية نجد 3.1.4.1( توسيطبالانتقال من ال

 
 

 

2 2 2

2
23

9 1
, arctan .

1

m t t
t

t
 


 


  )1.5.1(

FG الإحداثيات القطبية   قة �ر لو امعادلة تأ�ي ومن _نا 

3

3 sec tan

1 tan

m  






 )1.5.2 (

أو

3 3

3 cos sin
.

cos sin

m  


 



 )1.5.3 (

 
ْ
mارت _و ٻد ور�قة قة طول حل

 2 6 4 3

30

1 4 4 4 4
3

1

t t t t t
s m dt

t

     


 )1.5.4 (

أيْ 

4,917488... .s m )1.5.5 (

 مساحة "الورقة" ال�a تحدّ 
ْ
a F¹ قة المنحb_ا حل

2

1

21

2
A d




   )1.5.6 (

أيْ 

3
2

0

3 sec tan

t n1 a
A d

m



 




 )1.5.7 (

abع;

.23
.

2
A m  )1.5.8 (

  منحنٍ  كتmاملٍ  6ساب مساحة 7ر�مان،   -ر�ن  ڤ مfj_نة الناتجة من  يمكننا أيضًا استخدام العلاقة

2

0 0

3
.

2

t t

t t
A xdy ydx m

 

 
     )1.5.9 (

 .Aو�ساوي  ن¯~يةقارب مالم مستقيمھ و  a د بالمنحbمساحة ا7>زء ا�6دّ  لاحظ أنّ ن
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  ا��روطيّ المماس للور�قة FG نقطة مÛ~ا 6.1

قط�ا نFG إحدى لور�قة ل الدائرة الملاصقة 1.6.1

التوسيطب ف المعرّ  ي المستو  a نحbالم ليكن t r t֏  حيث

      , .r t x t y t )1.6.1.1 (

،Cعات، عWX الت ما_  t  ذات الوسيط ة نقطال a FG للمنحb موديحدة المماس والعالوَ   شعاFÜ إنّ 

( )

( ). ( )

r t
T

r t r t




 
 )1.6.2.1 ( 

و

. 
   

    
2 2

1
,N t y t x t

x t y t
   

  
 )1.6.3.1 (

 ـب تاCععWX التمعطيان  _ذه النقطة   FGالانحناء  )نصف قطرشعاع (الانحناء و 

             32 2
x t y t y t x t x t y t            )1.6.4.1( 

و

1   )1.6.5.1 (

عندما يmون ذلك ممكنا. 
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 بالتوسيط  t  ذات الوسيطنقطة ال a FG لمنحbل لاصقةCعد ذلك إعطاء الدائرة الم يتمّ 

( )  ֏   )1.6.6.1 (  

 حيث

   cos sin .( ) r t N T N         )1.6.7.1 (  

 
ّ
  mارت C FGعض نقط�ا. ٻقة د�ور ل لاصقةل الأشmال أدناه الدوائر المتمث

 
  

  
 6الشmل 

  

  

  

  

2025ر�لفا ،41 



 حمزة خليف  وأشياء أخرى  دٻ�ارتور�قات 

العدد  العليا للأساتذة، القبة، المدرسة  "شائر العلوممجلة 
13 

 قط�ا نالملاصق للور�قة FG إحدى  �روطيّ ا� 2.6.1

(  المعطاة  mارتٻدلتكن ور�قة   1m) حيث 1.1بالمعادلة   ّإن  .  Wإ� ال¡fت¬ب    الشر  تايلور من  المعطاة  fلدالة  ل  2سلسلة 

1mمع ،  )  1.2.1(   بالعلاقة   ،  جوار FG    0النقطة 0( , )x y bمن المنح a  ا67دود  ;عطي fgتايلور من الدرجة الثانية لـ  ل  كث

f   جوار FG _و _ذه النقطة و

 (2) 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0, 3 3 3 3 3 3 .fT x y x x y y xy x x y y x y      )1.6.1.2 ( 

ھ المعادلةعرّفالذي �  يّ ا��روط
2 2 2 2

0 0 0 0 0 03 3 3 3 3 3 0x x y y xy x x y y x y       )1.6.2.2 ( 

.نقطةmارت FG _ذه الٻدور�قة مماس ل

F¹ ا_  .  Cعض الأمثلة

FG   النقطة 0 0

3 3
, ,

2 2
x y   

 
 

  a1من أجل  ا67صول عل�~ا   تمّ يال�t  ،  لا)  القطع(لديناÝÞناق ّa  بالمعادلةى المعط

2 23 3 9 9 9
0.

2 2 4 4 4
x y xy x y       )1.6.3.2 ( 

FG النقطة   0 0

4 2
 , ,

3 3
x y

 
 
 

  aمن أجلا67صول عل�~ا   تمّ يال�  
1

2
t  ،  لا)  القطع(لديناÝÞناق ّa  بالمعادلةى المعط

2 24 2 16 4 8
0.

3 3 9 9 9
x y xy x y       )1.6.4.2 ( 

FG   النقطة 0 0

6 12
, ,

7 7
x y

 
 





  a2ا67صول عل�~ا من أجل    تمّ يال�t   ،  بالمعادلةى المعط يّ الزائد  )القطع(لدينا

2 26 12 36 144 72
0.

7 7 49 49 49
x y xy x y      )1.6.5.2 ( 

FG  النقطة 0 0

45 675
, ,

3374 3374
x y

 
 





   a15ا67صول عل�~ا من أجل    تمّ يال�t    ى  المعط  يّ الزائد  )القطع(، لدينا

بالمعادلة 

2 245 675 2025 455625 30375
0.

3374 3374 11383876 11383876 11383876
x y xy x y       )1.6.6.2 ( 

FG  أخfًgا،     0 0, 0,0x y   aال� أجل    تمّ ي،  من  عل�~ا  0tا67صول       أوt  ا��روط لدينا  ىالمعط  لّ المنح  يّ ، 

 بالمعادلة 

0.xy  )1.6.7.2 ( 
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    mارت ٻبية زمرة عWX ور�قة د 7.1

 عWX خصائص معيّ ٻقة د�م ور دّ لم تق
ً
رتبط بمنحن  المس  a  _ßأو كمنحb  ،الأخfgةfما  pف  مfj_نةنة مرتبطة ب mارت دليلا

 ّaÝÞة جدًا للا_تمامفحسب  ناقfgخاصة مث WXا تحتوي أيضًا ع~Ûأ  ، ولك F¹بيمكننا �عر�ف قانون    ھنّ و~à FّXا ل  تركيب داخ�  

   .ناقصيةلمنحنيات الW اXع زمرةة من قانون الحالة خاصّ إلا _ذه  وما . بية زمرة

  عWX التوا�F. 5و FG4 المرجعgن  جدّا د gن أدناه Cشmل جيّ تالوارد  بي�a الزمرة تمت مناقشة 
  

  mلرتٻدور�قة  عWX  قانون زمرة أوّل  1.7.1

  منتaº . نقط FG اللا 1.1.7.1

 و  K  ليكن
ً
  ليكنحقلا 22 ,( )x y 

K
KA  آلفيالت  ي المستو    WXع  K 

ّ
m2  الإسقاطيّ   ي ل المستو . ي�ش

K
P  WXع

K افؤmالت 3عWX    من أصناف  }0 0{( ), ,0K ∖،  العنصر�ن   أنّ   �علن  حيث  ( ,  , )x y z  و( ), ,x y z   افئت مmإذا   ان  

   FGوُجد    إذا  وفقط
K ون   بحيثmي    ), , , ,(x y z x y z       بـ  fgوسش  .( : : )x y z  النقطة  Wإ�

 ذالتmافؤ ال  صنف  (الإسقاطية)، أيْ 
ّ
).لھ  ي يمث , , )x y z 

2نقط 
K
P   0  معz  النقط "الم  F¹النقط    مطابقة ". يمكن  ن¯~ية  آلفيالت  ي نقط المستو مع  _ذه 

ُ
� النقط سّ� .   �

( : 0):x y  لـ تنمبـ "نقط اللا "aº2
K
P. 

 ). معادلة مكمّ 1.1بالمعادلة ( عرّفةالم ور�قة نعد الآن إ�W الل
ُ
� aٻد ور�قة� أيضًا سّ� ل¯~ا الإسقاطية، وال�F¹ ،ارتm 

3 3 3 0.x y mxyz    ).17.1.11. ( 

)النقط   بلاقتت ),x y  المستو FG مع النقط   تآلفيال  ي( : 1):x y  المستو FG الإسقاطي. ي 

0z  ضع، نمنتaºاللا  FGالنقط ال�a تقع ما F¹  لمعرفة    ف  WXنحصل ع  

3 3 0x y   ).17.1.1.2 (  

  وأ

.  2 2 0x y x xy y      ).17.1.1.3 (  

 لدينا الآن احتمالان. 

1. 0x y  النقطة WXذه ا67الة نحصل ع_ FG .FG  ت مناللا  aº 1 1:1: 0   . 

2 .2 2. 0x xy y  ذه المعادلة   . لنأخذ_ FGx    و     مج�ولاy   ² م.  وسيطاg23  ;ساوي    المعادلة  مy إذا .  

2بحيث يmون     �     FGKان _ناك عنصر   3    الت¼سيط بواسطة النقط  y، فبعد   WXننحصل عgت  FG   اللاaºمنت     

2

1
:1: 0

2

    
 

3و 

1
. :  1 ): 0

2

    
 

 

إ�mWارت، نصفھ  ٻد  عWX ور�قة  الزمرةلكيفية عمل قانون    أفضلَ   من أجل ف�مٍ  K   بالسبة  = R ّذه    ، لأن_ FG

 ّaÝâند_ fgا67الة لدينا تفس .ÀÁوا  
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 mلرتٻزمرة عWX ور�قة دالقانون  2.1.7.1

أنّ   F¹  Wالأو� عندما  الملاحظة  mKون  يھ  = R،    فقط واحدة  نقطة  FG2    منتaºاللا   FG_ناك 
K
P  ،إذن إل�~ا   fgب¼ساطة   �ش                   

 . 1  ~ا FG الواقع، مع الأخذ FG الاعتبار أ�ّ بـ 

لنبدأ بالنقطتgن   1 1 1,P x y و 2 2 2,  P x y   WXعFنقطة جديدة   عرّف. لنS أ�يكما ي. 

  ستقيم  نرسم الم 1 2P Pℓ  بـ    ستقيم الم. يلتقي _ذاF   FG    F¹1ثلاث نقط، وP 2وP  3  ونقطة أخرىP  نأخذ _ذه النقطة .

3P  ا  ختارون~äfgنظS    Wبالمعادلة عرّفالم  ستقيمالمبالسبة إ�y x� .عرّف   FّXالقانون الداخ  1بالعلاقة 2P P S  

ر أنّ الور�قة متناظرة بالسبة إ�W _ذا المستقيم)
ّ

Cعض التعقيدات تحتاج إ�FG  W _ذا القانون  . بطبيعة ا67ال، _ناك  (نذك

، ماذا يحدث عندما يmون  معا7>ة. أوّ 
ً
1لا 2P P ْ1كيف ;عمل    ، أي 1P P ُذه ا67الة، ي_ FG ستقيم  صبح الم؟  ℓ     مماسًا لـ

F   FG    1P  ثم يلتقي .  ℓ  بـF FG    3نقطة أخرىP.   ً�bما،    (بمعℓ     يلتقي دائمًا بـF   Fæ   ّ1  ثلاث نقط، لكنP    ُن  اب  حسَ تgثت

1  و�عتfj أنّ مÛ~ا)،  2P P،    abع;S ، ¹F ةfg3 نظP الم Wبالمعادلة   عرّف الم ستقيم بالسبة إ�y x .نضع   . 

1Pالآن  لنف¡fض    . ّمماسللأو معامل التوجيھ   المعامل الزاوي  ℓ  و_ 
2
1 1
2
1 1

.
x my

p
y mx

 



  ).17.1.21. ( 

�ان   2إذا 
1 1 0y mx  ّفإن  ،  ℓ  6ور� 1xالمعادلة    يقبل،  y  ال¡fات¬ب   الموازي  x   و�لتقيF    FG    1P  3وP     ذات

g  ن الإحداثي   3 3 1 1, , 2x y x y   إذن .  

 1 1 1 12 , .P P y x   

2إذا �ان  
1 1 0y mx  ّإعطاء   ، فس¬تمℓ بالمعادلة   1 1y p x x y   معادلة FG بالتعو�ض . F  WXنحصل ع 

     33
1 1 1 13 0.x p x x y mx p x x y        ).17.1.2.3 ( 

   �الآ�ي_ذه المعادلة كتب ت

   
 

3 3 3 2 2
1 1

3 3 2 2
1 1 1 1 1 1

3 3 3 2 2 2
1 1 1 1 1 1

1 3 3 3

3 6 3 3 3

3 3 0.

p x p x p y mp x

p x p x y py mpx my x

y p x p x y px y

    

    

    

  ).17.1.2.4 ( 

1pإذا �ان      1(أي إذا �ان 1x y ّ1 )، فإن 1.P P   

 FG ،ليكن خلاف ذلك 
3 2

1 1
3

3 3 3

1

p x p y pm
s

p

 



  ).17.1.2.5 ( 

3  إذن مجموع جذور المعادلة أعلاه. لدينا  12x s x    معادلة FG و2التعو�ضℓ ، يأ�ي 3 1 13y p s x y   منھ . و  

  1 1 1 1 13 , 2 .P P p s x y s x      ).17.1.2.6 ( 

1الآن لنف¡fض   2P P  1. إذا �ان 2x x ّفإن ، ℓ   ال ـالموازي �6ورy  ،1المعادلة   يقبلx x  و�لتقيF   FG   3P     ذات

gن الإحداثي   3 3 1 1 2, ,x y x y y    إذن . 1 1 1 2 1. ,P P y y x    

1إذا �ان   2x x ّستقيمالم ، فإن   ℓ   توجيھ معامل اليقبل 

2 1

2 1

y y
p

x x





  ).17.1.2.7 ( 

 لمعادلةاو 

 1 1.y p x x y    ).17.1.2.8 ( 
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 C ،F¹عد الاس�بدال والت¼سيط،   Fو ℓنقط التقاء   فواصلالمعادلة ال�a �عطي 

   
 

3 3 3 2 2
1 1

3 2 2 2
1 1 1 1 1 1

3 3 3 2 2 2
1 1 1 1 1 1

1 3 3 3

3 6 3 3 3

3 3 0.

p x p x p y mp x

p x p x y py mpx my x

y p x p x y px y

    

    

    

  ).17.1.2.9 ( 

1pإذا �ان       1(أي إذا �ان 2x y 2و 1x y ّ1  )، فإن 2P P  . 

1pإذا �ان     ،fj1مجموع ا7>ذور    �عتx ،2x ،3x  ْأي   : 
3 2

1 1
3

3 3 3
.

1

p x p y pm
s

p

 



  ).17.1.2.10 ( 

3يتج عن _ذا   1 2x s x x   ّثم ،   3 1 2 12y p s x x y   . ينا إذندل    

  1 2 1 2 1 1 22 , .P P p s x x y s x x        ).17.1.2.11 ( 

المعادلة   يذ  ستقيمبالسبة إ�W الم  ظäfg~اننقطة _و    قلوبوم _و    6ياديّ عنصر ا7ال_ذا القانون وا6Áة، و   تبديلية  إنّ 

y x ّالواقع، من الس�ل التحق FG .ناء الت  زمرة ق من جميع خصائص بية الèهق من _ذ. يمكن التحقّ جميعيةباست   fgةالأخ 

  ا من خلال عملية حسابية طو�لة باستخدام صيغ وا6Áة أو من خلال طرق جfjية أو تحليلية أكfé تقدمًا تتجاوز طموح _ذ 

 المقال. 

 >موعة ا�   يمكننا أن �ستتج أنّ  2ناء عWX ما سبقو 

     3 3, :( 0) 3m x y x y mxy       R R R ∪F  ).17.1.2.12 ( 

 .ليةيتبد زمرة   F¹ أعلاه عرّفالم ∗  الداخFXّ ال¡fكيب  زة بقانون  ا�>�ّ 

   حقل، أو  Q  اطقة  الأعداد الن   حقل  عmWXارت  ٻقة د�FG ور   النظرَ   من الممكن  لاحظ أنّ ن
ّ

  نتھم  حقل  عWXأو    Cبة  الأعداد المرك

rK F   ذيr  عن النقط  فيھ  والبحث   ،اعنصرFG   و�تنماللا aºس �الو   زمرةقانون    عر�ف aون من¯~يةmت  Wذه    بالسبة إ�_

 . )Quaternions( عياتار2المِ   إ�Wقة �67الة الأخfgة. ر2ما يمكننا أيضًا توسيع _ذه الور ا

أنّ نأخfًgا،   المرتبطة بحقيقة وجود  و mارت،  ٻد  ور�قة ھ لا يزال _ناك العديد من التطبيقات ال�a يمكن العثور عل�~ا للاحظ 

  . _ذا المنحab عWXار�تم المنفصل ڤmارت ومسألة اللو ٻقة د�ور  عWX ة . عWX س¼يل المثال، الشفر aعWX المنحb زمرةقانون 
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  8الشmل 

 ّFXور�قة د  قانون تركيب داخ WXارت ٻعm  

  

  mلرتٻدور�قة  عWX  قانون زمرة ثان 2.7.1

 وسيط ق �غيfg النطبّ ل

1t u t ֏،   1 0 R R∖ ∖ ).17.2.1 ( 

 

 أيْ 

.1u t u ֏،   0 1 R R∖ ∖  ).17.2.2 ( 

 

 WXالت2.1.4.1( التوسيطع WXور�قة ا7>ديد للوسيط ). نحصل ع 

 ( ), ( )u x u y u֏،  2
R R  ).17.2.3 ( 

 حيث

   
 

   
 

2

3 3

3 1 3 1
, .

1 1 1 1

m u m u
x u y u

u u

 
 

   
  ).17.2.4 ( 

  اfj<7يّ   قابلتال  من الواÀÁ أنّ       ,M u M v M uv֏  ،  حيث M s   F¹الوسيط   ذاتنقطة  الs ال FG توسيط  

 داخFXّ   تركيبقانون  �عرّف، )3.2.7.1(

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

2 2 2

3 3 3 3 3 3

3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1
, , ,

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

m u m u m v m v m uv m uv

u u v v uv uv

     
     
     

     


               
�  ).17.2.5 ( 

 . توسيطال  ا_ذ ;عرّف�ا mارت ال�a ٻقة د�عWX ور 

 

أنّ   ÀÁالوا النقطة    من  0,0O ال 1u  وسيطذات   67ا العنصر   F¹يتمّ   يّ ادي القانون.  خصائص   ل�ذا  استتاج 

  الوسيط   ذات  نقطةل) لقلوب(أو الم  نظfg !). النعدمةمن خصائص ضرب الأعداد ا67قيقية (غfg الم   تبديليةوال  جميعيةالت

u  1  ذات الوسيطنقطة ال_و/u .( ),�F  F¹الضر2يةالزمرة   تقابليا) معشا�لة (لية م�يتبد زمرة  إذن  .( ), R )4( 
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 mارتٻسطوح مرتبطة بور�قة د 8.1

mارتٻسطح ر�مان لور�قة د 1.8.1

   لتكن الآن الور�قة 

 2( , ) : ( , ) 0x y f x y  CF ).18.1.1 (

حيث

  3 3, 3 .f x y x y xy    ).18.1.2 (

�ان   إذا  0 0, 0
f

x y
y





 )Fالتوا�  WXع   0 0, 0

f
x y

x





  (FG    0نقطة 0( , )x y   منF  ،عن    تختلف 0,0  ، ّھفإن،

الدوال لم  اوفق تطبيق  ،الضمنية  fj_نة  h:  يوجد  V C Fالتوا�  WXع)   :g W C(  FGولومور_  FG   جوارV   )  WXع

Fجوار   التوا� FG(W    0لـx )Xلـع Fالتوا� W0(y ون  حيث  بmتF  ّـب  ةفمعر  y h x Fالتوا� WXع)( ( )x g y   FG ر جوا

0 0.( , )x y   ّفإن Fو2التا�  bالمنحa  F    ٌا�   تھر�مان خر�طل  _و سطح 
ّ
   FGية  6ل

ُ
الثا�ي)   عWX التوا�Fل (الأوّ   _ذه النقطة الإسقاط

 1 : ,p x y x֏ Fالتوا� WXع) 2( : ,p x y y֏  ).18.1.3 (

  ، حيث أنّ ورقاتمن ثلاث _ذا ن سطح ر�مان يتmوّ 
ً
ثلاث قيم للآخر.  قابل�ات ينfَ حد المتغgّ لأ   ماقيمة

  . (Conforme) محافظ  Cشmل لكرةا mاmòGارت يٻقة د�سطح ر�مان لور  إنّ 

 9الشmل 

 mارت ٻر�مان لور�قة دسطح 

mارت ٻسطوح أخرى مرتبطة بور�قة د 2.8.1

ح الأخرى  و ح من بgن العديد من السطو mارت، نورد أدناه Cعض السطٻد  ةق�بالإضافة إ�W سطح ر�مان المرتبط بور 

 bذا المنح~ô يمكن أن ترتبط aال� a. 
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3 3 3x y xyz  3 3 3x y xy  

 10الشmل 
2 3 2 3

2 23
(

2
, , , , , , ,

1
(

3 1 3 3
) ( ) ( ))

u u u u u
x u v y u v z u v v v v

u u u u

   
      

 

5 5, 2 2u v                                   5 5, 0 2u v    
  م6µوظة 

الصفر، فسنحصل عWX مخروط    إ�W  ؤولي  شعاع�ا، بجعل  شر�ط مو2يوس  المركز�ة، قلبِ إذا قمنا بتفجfg الدائرة  

  mارت ٻدقة  �_و ور   مع مستوٍ   طعھتقا و   نقطتgن مزدوجتgن  ذا  ا مغلق  يامع الكرة منحن  تقاطعھFG أعWX اليمgن) يmون    10(الشmل  

3بالمعادلة فةعرّ الم 3 3x y xy . )5 (

دٻ�ارت قة �ور 6عميم ل .2

ة mارت العامّ ٻور�قة د 1.2

ر  .جإ�W ر2ما تmون الأجمل،  إ�W ور�قةmارت ٻقة د�;عود الفضل FG �عميم ور 
ّ

  :  دا. بولا

J. A. Bullard, Problem 410, this MONTHLY23 (1916) 210, 

J. A. Bullard, Solution of problem 410, this MONTHLY24 (1917) 86  

 
ُ
 بالمعادلة ةقة العامّ �الور  ه_ذى عط�

2 1 2 1 0(2 1)q q q qx y q mx y     )2.1.1 ( 

 بالمعادلة aالمقارب ل�ذا المنحb  ستقيم الم فعرّ ;ُ عدد �6يح موجب.   qحيث  

1 0.( )qx y m     )2.1.2 (
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  التوسيطب المنحab �عر�فأيضًا  مكني
21{ } R R∖  

2 1

1

2 1

2 1

1 .
2 1( )

1

( ) q

q

q

q

q mt

t
t

q mt

t







 
 



 

֏  )2.1.3 (  

 FG الإحداثيات القطبية تم
ّ
  المعادلة  لھ ث

2 1

2 1 sec tan
.

1 ta

( )

n

q

q

q m  








  )2.1.4 (  

  

  ، ه ا67لقةا7>زء الذي تحدّ   مساحةبالضبط    ¹Fوال�a  قارب  الم  المستقيمو   a د بالمنحbا�6دّ   ي المستو مساحة جزء  

  �ساوي 

 
2 2

2
20 2 1

(2 1)

2 1
( )

q

q

q t
A q m dt

t









  )2.1.5 ( 

  أي 

22 1
( ) .

2

q
A q m


  )2.1.6 ( 

  

 الآتية   المعادلة السابقة F¹ مثال للمعادلة الأكfé عمومية

   2 1 2, ,q qP x y P x y   )2.1.7 ( 

 .nكثfg حدود متجا�س من الدرجة nPحيث  

   إنّ 
ّ

، شmل الس¼بgن. أوّ   جدّا   �عميم طبي�Fّ دٻmارت  لور�قة  رد  �عميم بولا
ً
كبfg    ;شبھ إ�W حدّ   _ذه  المعمّمة  لور�قة لا

 ت�بع النمط  _ذا التعميم معادلة  ثانيًا، والأكfé أ_مية، _و حقيقة أنّ . ةالأصلي لور�قةا

   2 1 2, ,q qP x y P x y   )2.1.8 ( 

 .nكثfg حدود متجا�س من الدرجة nPحيث  

t/من خلال المعامل   a المنحb  7>ةبمعا  ;سمح _ذا النمط y x  .    ،ون ون�يجة لذلكmنتقالالا   ي    Wحداثيات  الإ إ�

 للتطبيق.  قطبية قابلاال

د_ا معادلات من  وF¹ المنحنيات ال�a تحدّ   -mارت  ٻد  اتق�م ور ومع ذلك، _ناك عائلة طبيعية أخرى من المنحنيات ال�a �عمّ 

 النوع 

،2 1 2 1 0q qx y mxy     )2.1.9 (  

 عدد �6يح موجب.  qو موجب  عدد حقيقيّ  mحيث  

�W  1qإبالسبة      ونmللقارب  المستقيم الم ، ي bمعرّفا بـالمعادلةمنح a 0x y   تزايد، ومع  q،   ّب   يبدو أنf¡ا67لقة تق

  . 12ل، كما ;شfg الشmل FG الر¥ع الأوّ  ةحدع الوَ من حدود مر¥ّ 
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1mأجلمن  مة  معمّ  اتق�ور  11الشmل      و 2,3,4,5,6  q .  

  
2،  12الشmل  1 2 1 0q qx y xy    
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  13الشmل 

1m  لـ ةقة الموافق�سطح ر�مان للور    2وq .  

  
  14الشmل 

1m  لـ   ةقة الموافق�سطح ر�مان للور    3وq  .  
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 دٻ�ارت  ات ق�ور 6شا<ل ب>ن حقل الأساس ومجموعة  .3

 و  K  ليكن
ً
  ليكنحقلا 22 ,( )x y 

K
KA  آلفيالت  ي المستو    WXعK.   Wارت ٻدمجموعة ور�قات نرمز إ�m    

 2 2 1 2 1, , , , 2 1( ) 0( ) ( )q q q q

m x y x y x y q mx y      KF )3.1 (  

2  من ال¡fت¬ب  1q  بـ 

.},{ m m  KF  )3.2(  

  الآ�يبفgن عرّ الم  ⊗ و ⊕ gن الداخلي ال¡fكيب ي�و د _ذه ا�>موعة بقانزوّ ن

m m m m   F F F  )3.3(  

  و 

m m m m   F F F  )3.4(  

  الور�قة  ، عWX ال¡fت¬ب ،_مان اا67يادي  ا_ماعنصر  واللذين
ّ
  فة بالمعادلةالمعرّ  0Fة المنحل

0x y   )3.5(  

  فة بالمعادلةالمعرّ  1Fوور�قة الوَحدة  

.2 1 2 1 0(2 1)q q q qx y q x y      )3.6(  

 التطبيق   أنّ   ق منمن الس�ل التحقّ 

: , mm  K ֏ F  )3.7( 

},{  من  يجعل، المذ�ور�ن أعلاه  fكيبقانو�ي ال¡W �إبالسبة  ) تقابFXّ �ل (�شا m m  KF  معم�شاكلا حقلا  K. 

  ا�7ار�f  ّFكيبقانون ال¡ اعتباريمكننا أيضًا 

,( ), m m   K ֏F F  )3.8( 

 حيث

.m m F F  )3.9( 

  mارت.ٻد اتق�ور ل عWX ا�>موعة   شعاFÜّ ي إ�W بية فضاء يؤدّ والذي 

 

 Wإضافة المز�د من الطوابق إ� FG برج يمكننا الاستمرار�bا��تلفة   الب aا  �ستطيعال�~ô ذه ا�>موعة.   أن نزوّد_ 

أنّ  عابر،  Cشmل  أخfًgا،  نقطة    أيّ   نلاحظ  ,M a b   2من
K
A  ،لا  حيث  a     ولا   أنّ   (أيْ منعدم     bمنعدم 

( 0ab  ،عنصر Wإ� aمن  تت�    العنصر و_و
( , )a bmF  حيث 

2

(

2 1

, )

1

.
1( )2

q q

a b q q

a b
m

q a b

 



  )3.10 (  

    .FGK  منعدما المقام ل¬س   بالطبع، نف¡fض _نا أنّ 

  

 عA@ العموم   اتق�ور ال .4

  ". ور�قةاسم " الر�اضيات  Cعض المنحنيات ال�a تحمل FG أدبياتمن بgن أشياء أخرى،  الفقرة، م FG _ذه نقدّ 
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  الور�قة   1.4

�ة  تاو الدلو�mون مركز  ة  القدميّ _و قطب     �Oة. عندما يmون  تاو الدل  ة يّ قدم   ا~ أ�ّ  ور�قة ف ال�عرّ  ,A a b  ونقطة

2(رنة  القُ  ,(B a r b  ونmو�  ،r  َالم  شعاع فإنّ �ةتاو الدلFG    رسومةالدائرة  ب�عرّ قة  �الور   ،  الدف             mارتية ٻالمعادلة 

 )15(الشmل 

.      22 2 2 2 2 23 0x y x y ax by rx x y       )4.1.1 ( 

 FG الإحداثيات القطبية لدينا المعادلة

cos3 cos sinr a b     )4.2.1 ( 

m0bون  ي عندما   ُ3و�ذا �ان   قائمةقة �ن الور إ قال ، يa r ُسيطة.إقال  ، يC ا~� 

  ور�قة دورَر  2. 4

 )15(الشmل  mارتية ٻالمعادلة الدب فةالمعرّ  دائر�ة-3ـ ناطقة الال  سية أو الس�يةا السد  Fر ¹دورَ  ور�قة

   
2

2 2 2 2 2 4 22 0.x y x y a a x   
     )4.1.2 ( 

 توسيط للمنحab _و 

.( ) (cos cos3 , sin sin 3
2

)
2

a a
t t t t t

   
 

֏  )4.2.2 (  

    المmافئية  الور�قة 3.4

،  1D FG  P  يلتقي       O  شمل; fD  متغgّ   مستقيم  .2Dو  1Dن  اتعامدالم  ستقيمانالمو    Oنقطة  ال  لتكن

  ةق�، الور D FG Mيلتقي  FG R  ، والعموديّ 1D FG R  يلتقي  ،  FG Q    ، والعموديّ 2D     FG  Qيلتقي     FG P  والعموديّ 

بالمعادلتgن  فgن  معرّ  2Dو 1D  ، عWX س¼يل المثال،�ان. إذا  fD  عندما يتغM  ّgال�a تم�6Ôا   مجموعة النقط    ¹F  ية المmافئ

x a     وy b  ، ونmافئ�الور تmقابلة معرّ ة الم يقة الم 
ً
 )51(الشmل  mارتية ٻبالمعادلة الد فة

 3 2 2 0.x a x y bxy     )4.1.3 ( 

 المعادلةب فةمعرّ   تmون _ذه الور�قةFG الإحداثيات القطبية 

tan
tan .

cos cos

a a b
 

 


   )4.2.3 ( 

 aا67الة ال� FG; 2  المستقيمشمل ف�~اD   النقطة  O   ْأي ،  
ّ
0bا يmون  لم  افئ�الور   نّ إ، يُقالmقائمةة يقة الم .  

  الور�قة ال¼سيطة  4. 4

  ) 15(الشmل  mارتيةٻد بالمعادلة الدمن الدرجة الراCعة ا�6دّ  ي المستو  ا المنحab ~إ�ّ 

 22 2 3 0x y ax    )4.1.4 ( 

 موجب تمامًا.  عدد حقيقيّ  aحيث  

 و _ a �ذا المنحbتوسيط ل

   2 22 2
, .

1 1

a at
t

t t

 
 
   

֏  )4.2.4 ( 

 بالمعادلة ةال¼سيط ور�قةف العرّ �FG الإحداثيات القطبية 
3cos .a   )4.3.4 ( 
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ه �ساوي  حدّ تالذي   ي المستو مساحة جزء  
25

.
32

a
 

; fD  المتغgّ   ستقيموالم Aو  Oن  ا النقطت  لتكن الور O  شملالذي   ،�  F¹ ال¼سيطة  يرسمھ قة  الذي   abالمنح 

  WXالمسقط عD   ل  WXلمسقط ع( )OA   ل  WXلمسقط عD   لـ  A  . ¹قة ال¼سيطة  �الورF   ّإحدى  بال  ة الدلتاو�ة قدمي Wسبة إ�

 . رنيةالقُ  نقط�ا

 

 

 
  15الشmل 

 

 دة المتعدّ   اتق�ور ال .5

  ية ئالور�قة الثنا 1.5

    C  لتكن
ً
O   ،  ةنقطال  �شمل  دائرة ,0A a و 0,B b ن معgن نقطتgو  لومتD  شمل  ;   امستقيمO     و�لتقي

C     مرة أخرىFG P aامسقط  ال��  H WXعOx.   ذه المعطيات  قة الثنائية المرتبطة  �الور~ô  F¹الم abمسقط  ي يرسمھ  ذال  نح

H المع WX ستقيم  ( )OP. 

 تية بالمعادلةmار ٻدFG الإحداثيات الالمنحab  _ذا  فعرّ ;

   
22 2 2 0x y ax by x    )5.1.1 ( 

 و2التوسيط
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2

2 22 2
.,

1 1

a bt at bt
t

t t

 
 
 


 

 
֏  )5.2.1 ( 

 بالمعادلة المنحab   فFG الإحداثيات القطبية ;عرّ 
2cos sin cos .( )a b     )5.3.1 (  

  لfjو�ار  الثنائيةأو الور�قة   ة، المنتظمالقائمة  يةئالور�قة الثنا 2.5

 
ُ
 قة بالمعادلة�الور  _ذهف عرّ �

 22 2 24 0x y ax y    )5.1.2 ( 

 2التوسيطو 
2sin 1 cos , sin .( ( ) )t a t t a t֏  )5.2.2 (  

  عية االور�قة الر2 3.5

 توسيط بال فعرّ الم ي المستو   aنحb المأو الfjسيم ذو الأوراق الأر¥ع _و    الور�قة الر2اعية

cos cos 2 ,sin cos 2 .( )t t t t t֏  )5.1.3 ( 

 بالمعادلة ا�عر�ف� FG الإحداثيات القطبية يتمّ 

.cos 2   )5.2.3 ( 

 mارتية F¹ٻمعادلة FG الإحداثيات الد

 .   3 22 2 2 2 0x y x y     )5.3.3( 

عاعية  (Podaire) ةلقدميّ ا ا ~إ�ّ 
ّ

  السبة إ�W مركزه. ب  (Astroïde) نج�aّ لل  (Radiale)والش

  الور�قة الثلاثية  4. 5

 المعادلة ب، mارتيةٻالدFG الإحداثيات  الور�قة الثلاثيةف �عرّ 

.     22 2 2 2 2 23 0x y by x y rx x y      )5.1.4 ( 

 FGالإحداثيات القطبية لدينا المعادلة 

cos3 sin .r b     )5.2.4 ( 

0a) من أجل 1.4( ور�قةحصل عWX المعادلتgن من معادلة الن . 

  .الدلتاوي عندما يmون القطب داخل ) Deltoïde(  ة الدلتاوي قدميّ إ�~ا 

  الور�قة الثلاثية لكرامر  5.5

 mارتية بالمعادلةٻ د ضمنيًا FG الإحداثيات الدالدرجة الراCعة ا�6دّ  المنحab من F  مر ¹ا كر ور�قة 

 4 4 2 22 0x y ax x y     )5.1.5 ( 

 ف بالمعادلةFG الإحداثيات القطبية، �عرّ  موجب. حقيقيّ  aحيث  

4 4

2cos cos 2
.

cos sin
a

 


 



  )5.2.5 (  
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  لو�شون و2رو�ار  ۆدالثلاثية لالور�قة   6.5

.  ور�قةبالسبة إ�W نقطة داخلية ف�~ا. _ذه حالة خاصة من ال  قدمية الدلتاو�ةF¹    2رو�ار و لو�شون    ۆدثلاثية    إنّ 

)  _و النقطة  الدلتاو�ة مركزو    O_و النقطة    قدميةعندما يmون قطب ال ),a b  رنة  القّ و  F¹نقطة  ال( , )2a r b ونmت ،

 FG الإحداثيات القطبية  الثلاثية  الور�قةمعادلة 

.cos3 cos sinr a b       )5 .6.1( 

 ف بالمعادلة �عرّ  mارتيةٻالدFG الإحداثيات 

.      22 2 2 2 2 23 0x y x y ax by rx x y        )5.2.6 (  

  الور�قة الثلاثية المنتظمة  7.5

عاعية لقدميةا ا ~إ�ّ 
ّ

  . ابالسبة إ�W مركز_ دلتاو�ة) لل(والش

دائرةٍ   Fو¹ غلاف  _ذه  دلتاو�ة  لامركز    طرفاهقطر_ا    أيضًا  من  �عرّ دلتاو�ةلاونقطة  القطبية  الإحداثيات   FG ف  . 

 بالمعادلة 

cos3a   )5.1.7 ( 

 بالمعادلة mارتيةٻالدالإحداثيات FG و

   22 2 2 23 0.x y ax x y    )5.2.7 ( 

ه F¹حدّ تالذي المستوي  مساحة جزء  
2

.
4a


.  

  قة  ر�ْ وُ  - nالـ   8.5

 ر�ْ وُ  -�a nسّ� 
ً
 الإحداثيات القطبية بالمعادلة G Fد ا�6دّ   ي المستو   aنحb الم  قة

2sin
.

sin

a n



  )5.1.8(   
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  16الشmل 

  

 التعليقات 

 �انت الصعو2ة ال�a اعتقد دٻmارت أنّ  )1(
ّ
ا  ي ¼يكعمنحنيا تالمق¡fح �ان    aالمنحb ب عل�~ا F¹ أنّ ھ من المستحيل عWX فfpما التغل

 
ً
3وF¹  ى بمعادلة ضمنيةمعط 3 3x y mxy  ّارت فخورًا جدmرسم مُ ا بطر�قتھ ا�7اصّ . �ان دٻ FG ماسات المنحنيات. ة

~ا ل¬ست فقط أكfé المسائل ال�ندسية المفيدة والعامة ال�a أعرف�ا، بل ح��  : "وأنا أجرؤ عWX القول إ�ّ   يقول FG _ذا السياق 

 تلك ال�a أردت أن أعرف�ا عWX الإطلاق." 

المزعوم لن يmون   ا67لّ  أنّ   ظنّ ابتكر_ا أحد ال�واة المغمور�ن �س¼يًا،   دٻmارت، عندما سمع عن طر�قةٍ  ولذلك ل¬س غر�بًا أنّ 

قة (النقطة الوحيدة  �ة الور قمّ   Fæم فfpما المماسات المطلو2ة ل¬س فقط  أكfé من بناء aÝâء لن ينFG À اختباره. عندما قدّ 

ق  دٻmارت إ�W الاع¡fاف بتفوّ   ، اضطرّ aالمنحb  مننقطة أخرى    أيّ   FGال�a �انت طر�قة دٻmارت قابلة للتطبيق ف�~ا) ولكن أيضًا  

  . طر�قة فfpما وعظم¯~ا الفكر�ة

0m  ىلـإبالسبة    )2(   ،تختصر    Wإ� 0xالمعادلة  y   bوالمنحa    WXذهالمستقيم  ع~ô يمكن    المعرّف  والذي  المعادلة 

 ق�اعتباره ور 
ً
 منح  ة

ّ
 .0 إ�m W  ؤولعندما ي ور�قات _ذه ال �لّ  �~اية، و_و أو م¡fدّية ة ل
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  ، النقطةتوسيطال  ا�ذإ�  بال	سبة    )3(  0,0O   �0t  من أجل   # ت	ت$#، من ناحية، إ� المنح   ، من ناحية أخرى،  و  -.

1tبجوار  لھ نقطة مقار/ة  . 

النقطة    0,0O  �المكتمل    اHIقيقيّ   ستقيمE- الم كذلك  Bون  تسلك?<ا    ،<ا نقطة عادية)(إ;ّ   #ل9ست نقطة مزدوجة للمنح

 . ,  R R∪  

)  اڤما ) بTن الم1.7.2.3(  بالQشاOل  كتفاءيمكننا بالطبع الا  )4( ), R  اڤماالمو  ( ),�F،  ية  لينق   والذي	ةر/يالض زمرة  ال  ب 

)  من ), R) إ� ),�F.  

اضي ةنز� ، 9سجن ]Qيٻإ )5( د اتيةر̂  . 1886، ص 7المرجع  E- أيضا وا. أنظر 119-118ص. ترجمة حمزة خليف،  ، ةفر̂
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