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 ُʇ  اضيات، وقد أسّ   علم اݍݨ؄فعت؄فʈالر ʏاضيات  سه  أبرز منجزات اݍݰضارة الإسلامية ࢭʈأبو عَبد الله  المسلم  عالم الر

وارِزمي رحمه الله، الذي أدرك بقوة فكره التجرʈدي
َ

ܢ اݍݵ د بن مُو؟َۜ أɸمية خواص العمليات اݍݨ؄فية، فأطلق اسم؈ن    ةمُحَمَّ

عڴʄ أɸم وأȊسط خاصʋت؈ن ج؄فيت؈ن يɴبڧʏ لأية عملية ج؄فية الاتصاف ٭ڈما. وࢭʏ العصر    ، 'المقابلة' و  'ݍݨ؄ف ا'ɸما    ،جميل؈ن

ʏاضية    ،اݍݰاڲʈما بواسطة أية لغة رɺة ج؄فية، كما يمكن وصفʈنظام المسلمات لأية نظر ʏنجد اݍݨ؄ف والمقابلة متضمنت؈ن ࢭ

 ʄتح تمن الرتبة الأوڲ ʏ ِ
ّ
 عڴʄ النحو الآȖي:  ،فينذي متغ؈ "∗"  (Function symbol)وي عڴʄ رمز دَاڲ

𝑥)(𝑧∀)(𝑦∀)(𝑥∀)  اݍݨ؄ف: = 𝑦 ⇒ 𝑥 ∗ 𝑧 = 𝑦 ∗ 𝑧) 

𝑥)(𝑧∀)(𝑦∀)(𝑥∀) المقابلة: ∗ 𝑧 = 𝑦 ∗ 𝑧 ⇒ 𝑥 = 𝑦) 

  . ةالمساواا خاصية منطقية من خواص أيضً   ۂʏ اݍݨ؄ف لʋست خاصية ج؄فية فحسب، و୒نماعملية   وʈمكن الملاحظة ɸنا أن

  ، ةعديدمنذ سنوات    ،الرʈاضيات باݍݨامعات اݍݨزائرʈةأقسام  غالبية    ࢭʏ النفس إɸمالُ   الشديدة  ةݰسر اݍ وʈث؈ف  

ࢭʏ الرʈاضيات. وعڴɸ ʄذا    أɸمية الأك؆ف  ا أȊسط الفɺم للعلمɸم تمامً د الأمر الذي أفقوɸو تدرʉس اݍݨ؄ف لطلاب الرʈاضيات، 

اݍݵلفية    جزءًا من  يɴبڧʏ أن تɢون اݍݰاوي عڴʄ معلومات ج؄فية قاعدية، أراɸا  قص؈ف  النص  ɸذا القمت بإعداد    ،الأساس

 المعرفية لأي مدرس رʈاضيات جاد.

ا ࢭʏ اݍݨ؄ف، وذلك لعدة حقائق نجمت عن دراسة  ا محورʈً دورً   ،(Fields)بخلاف اݍݰقول    ،(Rings)تلعب اݍݰلقات  

الأɸمية القصوى    ذات  ولعل أɸم ɸذه اݍݰقائق عڴʄ الإطلاق ۂʏ أن مجموعات كث؈فات اݍݰدود  .انماذج البۚܢ اݍݨ؄فية عمليً 

  ɠلɺا حلقات، ولا تتمتع أية واحدة مٔڈا ببɴية حقل.  ۂʏ ࢭʏ الɺندسة اݍݨ؄فية الكلاسيكية والمعادلات اݍݨ؄فية

𝑎حلقة ما، وليكن    𝔸لتكن   ∈ 𝔸  نقول إن .𝑎    غ؈ف قابل للاخ؅قال(Irreducible)    ان يختلف عنɠ وغ؈ف   0إذا

حيث  ، 𝑎𝑥من الشɢل   العناصر بالإضافة إڲʄقواسمه ۂʏ العناصر القابلة للقلب  ، وɠانت(Not invertible)قابل للقلب 

𝑥    انتɠ عنصر قابل للقلب. فإذا𝔸،يل المثالȎس ʄحلقة الأعداد الܶݰيحة    ، عڴℤإن  ، ف  ʏ1العناصر القابلة للقلب ۂ  

  نظائرɸا بالɴسبة لݏݨمع. بالإضافة إڲʄ ࢼܣ الأعداد الأولية فغ؈ف القابلة للاخ؅قال  العناصر أما  ، 1−وَ 

 
ُ
Ȗغ؈ف    دّ عو العناصر  إيجاد  صعبةالعملية  اݍݰدود  كث؈فات  ࢭʏ حلقات  للاخ؅قال  ࢭʏ    ،قابلة  أɸمية خاصة  وتكȘؠۜܣ 

  دراسة المنحنيات والسطوح والمنوعات اݍݨ؄فية وࢭʏ المعادلات اݍݨ؄فية. 

عشر التاسع  القرن   ʏمن    ،ࢭ ɠل  ɠومردرس  ديديكيندو   )Ernst Kummer(  إرɲست  ) Richard  رȘʈشارد 

Dedekind)  ة واݍݰقيقية والمركبةʈحلقات جزئية من حقول الأعداد الكسر ʏجاو قد  و   . قابلية القسمة ࢭɺ  تحديد ʏة ࢭȋا صعو

وللتغلب عڴʄ   .ࢭʏ حلقة الأعداد الܶݰيحة ذاٮڈا عڴʄ عكس سɺولة العملية ،العناصر غ؈ف القابلة للاخ؅قال ࢭɸ ʏذه اݍݰلقات

ɸلةɢأدخلا  ،ذه المش  ʏوم المثاڲɺمف(Ideal) ًومɺن مفɸالوقت الرا ʏࢭ ʄالذي أضڍ ، ًʈاݍݨ؄ف برمته. ا مركز ʏا ࢭ  

  إذا حققت ما يڴ𝔸 :ʏۂʏ مثاڲʏ ࢭʏ اݍݰلقة   𝔞نقول إن اݝݨموعة اݍݨزئية  

ቐ
𝔞 ≠ ∅;

(∀𝑥 ∈ 𝔞)(∀𝑦 ∈ 𝔞)(𝑥 − 𝑦 ∈ 𝔞);

(∀𝑥 ∈ 𝔸)(∀𝑦 ∈ 𝔞)(𝑥𝑦 ∈ 𝔞).
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𝑥𝔸عڴʄ سȎيل المثال ɠل اݝݨموعات اݍݨزئية   = {𝑥𝑦: 𝑦 ∈ 𝔸}    حيث𝑥 ∈ 𝔸    اݍݰلقة ʏمثاليات ࢭ ʏۂ𝔸 بالمثاليات ʄوتدڤ ،

  .(Principal ideals)الرئʋسية 

𝔞، ولنفرض أن  ℤا ࢭʏ مثاليً  𝔞رئʋسية. بالفعل ليكن  ℤلنتأكد من أن ɠل مثاليات   ≠ ࢭɸ ʏذه اݍݰالة يوجد   .{0}

𝔞 ∩ ℤ∗ ∋ 𝑥.   إما𝔞 ∩ ℕ∗ ∋ 𝑥    ما୒و𝔞 ∩ ℕ∗ ∌ 𝑥  ʏالتاڲȋإما  ، و𝔞 ∩ ℕ∗ ∋ 𝑥    ما୒و𝔞 ∩ ℕ∗ ∋ −𝑥  ذاɸ ʄوعڴ .

𝔞الأساس فإن اݝݨموعة   ∩ ℕ∗    عنصر أصغرȊ غ؈ف خالية، ومن ثمة فࢼܣ تتمتع𝑛  بما أن .𝔞    فإن ،ʏمثاڲ𝑛ℤ ⊂ 𝔞  لنتأكد .

𝑥ا ܵݰيح. ليكن  من أن الاحتواء العكؠۜܣ أيضً  ∈ 𝔞   يوجد .𝑞 ∈ ℤ   َو 𝑟 ∈ ℕ    بحيث𝑥 = 𝑛𝑞 + 𝑟   َ0و ≤ 𝑟 < 𝑛.   لدينا

𝑛𝑞 ∈ 𝑛ℤ  ʏالتاڲȋو ،𝑛𝑞 ∈ 𝔞   َو𝑟 = 𝑥 − 𝑛𝑞 ∈ 𝔞  انɠ فإذا .𝑟 ≠ 𝑟فإن   ،0 ∈ 𝔞 ∩ ℕ∗،    وعليه𝑛 ≤ 𝑟  ذاɸ لكن .

𝑟يناقض حقيقة أن   < 𝑛 ًا  ، لذلك فإنه حتم𝑟 = 𝑥. إذن  0 = 𝑛𝑞 ∈ 𝑛ℤ  ومنه الاحتواء ،𝔞 ⊂ 𝑛ℤ  ʄكذا نحصل عڴɸو .

𝔞المساواة   = 𝑛ℤ.  

  إذا حققت  ɠ(Integral)املة  𝔸نقول إن اݍݰلقة  

(∀𝑥 ∈ 𝔸)(∀𝑦 ∈ 𝔸)(𝑥𝑦 = 0 ⇒ 𝑥 = 0 ∨ 𝑦 = 0). 
  ۂʏ حلقة رئʋسية.  ℤوحسب ما سبق فإن   إذا ɠانت ɠاملة وɠل مثالياٮڈا رئʋسية. (Principal)ونقول إٰڈا رئʋسية 

:𝔸|∙|جد تطبيق  إذا ɠانت ɠاملة و୒ذا وُ  (Euclidean)إقليدية  𝔸نقول إن   𝔸∗
→ ℕ  بحيث  

ቊ
൫∀𝑥 ∈ 𝔸∗

൯൫∀𝑦 ∈ 𝔸∗
൯(|𝑥|𝔸 ≤ |𝑥𝑦|𝔸);

൫∀𝑥 ∈ 𝔸∗
൯൫∀𝑦 ∈ 𝔸∗

൯(∃𝑞 ∈ 𝔸)(∃𝑟 ∈ 𝔸)൫𝑦 = 𝑞𝑥 + 𝑟 ∧ (𝑟 = 0 ∨ |𝑟|𝔸 < |𝑥|𝔸)൯,
 

  إذا ɠانت ɠاملة وحققت الشرط؈ن: (Factorial)ونقول إٰڈا عاملية 

𝑥يفكك إڲʄ جداء من الشɢل    𝔸من    ɠ𝑥ل عنصر غ؈ف معدوم    ) أ  = 𝑢𝑥ଵ ⋯ 𝑥௡  حيث ،𝑢   َعنصر قابل للقلب و𝑥௜ ،

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 .عناصر غ؈ف قابلة للاخ؅قال ، 

  𝑥إذا قبل    )ب
ً
ɢا  ا ثانيً تفكي𝑥 = 𝑣𝑦ଵ ⋯ 𝑦௠فإن ،  𝑛 = 𝑚،  وتوجد تبديلة𝜎 ∈ 𝕊௡  بحيث  𝑦௜ = 𝑢௜𝑥ఙ(௜)  ،1 ≤

𝑖 ≤ 𝑛 ًا أن العناصر  ، علم𝑢௜    ش؈فȖ .قابلة للقلب𝕊௡    زمرة التطبيقات التقابلية من اݝݨموعة ʄنا إڲɸ{1, … , 𝑛} 

     ࢭʏ نفسɺا.

ۂʏ حلقة إقليدية.    |∙|المزودة بالقسمة الإقليدية وȋالقيمة المطلقة    ℤعڴʄ سȎيل المثال حلقة الأعداد الܶݰيحة  

  𝕜و୒ذا ɠان  
ً

  المزودة بقسمة كث؈فات اݍݰدود وȋالتطبيق  𝕜[X] معطى، فإن حلقة كث؈فات اݍݰدود حقلا

𝒫 ∈ 𝕜[X]∗ ↦ deg 𝒫 ∈ ℕ 
 ۂʏ حلقة إقليدية.

ا غ؈ف معدوم  مثاليً   𝔞حلقة إقليدية، وليكن    𝔸لنتأكد من أن ɠل حلقة إقليدية ۂʏ حلقة رئʋسية. بالفعل لتكن  

:𝑦|𝔸|} فٕڈا. بما أن اݝݨموعة  𝑦 ∈ 𝔞∗} ذا معناه أنه يوجدɸعنصر أصغر، وȊ غ؈ف خالية، فࢼܣ تتمتع 𝑥 ∈ 𝔞∗  بحيث  

(∀𝑦 ∈ 𝔞∗)(|𝑥|𝔸 ≤ |𝑦|𝔸). 
𝑧الآن ليكن  ∈ 𝔞∗  يوجد .𝑞 ∈ 𝔞   َو 𝑟 ∈ 𝔞   بحيث 𝑧 = 𝑞𝑥 + 𝑟   َو   )|𝑟|𝔸 < |𝑥|𝔸  أو  𝑟 = 𝑟). فإذا ɠان 0 ≠ ، فإن  0

ɸ𝑟ذا يؤدي إڲʄ أن   = 𝑧 − 𝑞𝑥 ∈ 𝔞∗  الصيغة المتناقضة ʄومن ثمة إڲ ،|𝑥|𝔸 ≤ |𝑟|𝔸 < |𝑥|𝔸 ًا  . لذلك حتم𝑟 = 0  .

𝑧ومنه   = 𝑞𝑥 ∈ 𝑥𝔸.    الاحتواء ʄكذا نحصل عڴɸو𝔞 ⊂ 𝑥𝔸  فإن لدينا ،ʏف المثاڲʈعرȖ ولأن الاحتواء العكؠۜܣ واܷݳ من ،

𝔞المساواة   = 𝑥𝔸. 

ʏذا الأساس يمكننا أن نكتب ما يڴɸ ʄحلقة عاملية، وعڴ ʏسية ۂʋل حلقة رئɠ دروس اݍݨ؄ف أن ʏن ࢭɸي؄ُف :  

  حلقة إقليدية
  

  حلقة رئʋسية 
  

  حلقة عاملية 
  

  حلقة ɠاملة 

  



 

 

 ناڊɸ ʏرماس   عطر اݍݨ؄ف المفقود

   ، المدرسة العليا للأساتذة، القبةȊشائر العلوممجلة 

 

 2025 أفرʈل   ،14 العدد
3 

عاملية)، فإن حلقة  ɠاملة (عڴʄ التواڲʏ؛  𝔸نȘيجة مɺمة ࢭʏ المعادلات اݍݨ؄فية والɺندسة اݍݨ؄فية ۂʏ أنه إذا ɠانت اݍݰلقة         

ۂʏ الأخرى ɠاملة (عڴʄ التواڲʏ؛ عاملية). توجد كذلك نȘيجة أخرى Ȋسيطة وذات استخدام عمڴʏ ࢭ𝔸[X]    ʏكث؈فات اݍݰدود 

  . (Eisenstein’s Criterion)' آيزɲشتاينة ࢭʏ كتب اݍݨ؄ف باسم 'معيار دروس كث؈فات اݍݰدود، وۂʏ المعروف

  آيزɲشتاين معيار 

𝑓(𝑋)حلقة عاملية، وليكن    𝔸لتكن   = 𝑋௡ + 𝑎௡ିଵ𝑋௡ିଵ + ⋯ + 𝑎଴  د من اݍݰلقة  و كث؈ف حد𝔸[X]  لنفرض أنه .

𝑝  يوجد عنصر غ؈ف قابل للاخ؅قال ∈ 𝔸 التالية:  ، له اݍݵاصية  

 𝑝   ل المعاملاتɠ يقسم𝑎௜ ،0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 ، 
 عهȌمر𝑝ଶ     لا يقسم𝑎଴ . 

  .𝔸[X]غ؈ف قابل للاخ؅قال ࢭ𝑓   ʏ  ، يɢون ࢭɸ ʏذه اݍݰالة

وقديمة قدم    ،وȌسيطة  ، ۂʏ نȘيجة حسابية جميلة  (Chinese remainder theorem)م؄فɸنة الباࢮʏ الصʋنية  

  م ɸذه الم؄فɸنةقدّ ت .اݍݰضارة الصʋنية
ً
   .ا ݍݰل Ȋعض جمل معادلات ال؅فديداتا ɠافيً شرط

  م؄فɸنة الباࡪʏ الصʋنية 

𝔞௜بحيث    𝔸متتالية مثاليات من    ଵஸ௜ஸ௡(𝔞௜)حلقة، ولتكن    𝔸لتكن   + 𝔞௝ = 𝔸    من أجل𝑖 ≠ 𝑗.   ما تكن العناصرɺإذن م

𝑥௜ ∈ 𝔸 ،1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  الأقل ʄيوجد عڴ ،𝑥 ∈ 𝔸   بحيث𝑥 ≡ 𝑥௜(mod 𝔞௜)  )𝑥 − 𝑥௜ ∈ 𝔞௜،( 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.  

إڲʄ مجموعات. فمثلاف  تصنَّ  المثاڲʏ    ، المثاليات عڴʄ أساس خصائصɺا  إذا ɠان    (Primary)ابتداǿي    𝔞يقال إن 

  وحقق 𝔸 ا عن  مختلفً 

(∀𝑥 ∈ 𝔸)(∀𝑦 ∈ 𝔸)൫𝑥𝑦 ∈ 𝔞 ∧ 𝑥 ∉ 𝔞 ⇒ (∃𝑛 ∈ ℕ)(𝑦௡ ∈ 𝔞)൯. 

 ʏنه أوڲ୒و(Prime)  ًان مختلفɠ ا عن  إذا 𝔸 وحقق  

(∀𝑥 ∈ 𝔸)(∀𝑦 ∈ 𝔸)(𝑥𝑦 ∈ 𝔞 ⇒ 𝑥 ∈ 𝔞 ∨ 𝑦 ∈ 𝔞). 
 صعوȋة ɸنا أن ɠل مثاڲʏ أوڲɸ ʏو مثاڲʏ ابتداǿي.وʈمكن الملاحظة دون  

  ʏنقول إن المثاڲ𝔞   ًان مختلفɠ ا عن  أعظ׿ܣ إذا𝔸  ʏمختلف عن    آخر  ولا يوجد أي مثاڲ𝔸  هʈون    .يحوɢبمعۚܢ أن ي

مة مɢافئة   𝔸ا ࢭʏ مجموعة المثاليات اݝݵتلفة عن  أعظميً 
ّ
  ضمن   لمسلمة الاختيار   والمزودة Ȋعلاقة الاحتواء. بالاسȘناد إڲʄ مُسل

محتوى ࢭʏ مثاڲʏ  يɢون    ɲ ،𝔸ستɴتج بأن ɠل مثاڲʏ مختلف عن  (Zorn's lemma)إطار نظرʈة اݝݨموعات، وۂʏ توطئة زورن  

  ʏ أعظ׿ܣ. يɴت׿ܣ إڲʄ مثاڲ 𝔸فإن ɠل عنصر غ؈ف معدوم وغ؈ف قابل للقلب ࢭʏ  ،وȋالتاڲʏ .أعظ׿ܣ

   𝔸/𝔞ي؄ُفɸن ࢭʏ دروس اݍݨ؄ف أنه لɢي تɢون حلقة حاصل القسمة 
ً

) يلزم وʈكفي أن يɢون  ɠاملة (عڴʄ التواڲʏ؛ حقلا

  ʏالمثاڲ𝔞   ً؛ أعظميً أوليʏالتواڲ ʄأعظ׿ܣا (عڴ ʏل مثاڲɠ تج مما سبق أنɴستɲ املة، فإنناɠ و حلقةɸ ل حقلɠ ما أنȋو أيضًا   ا). وɸ  

ࢭʏ إطار اݍݰلقات الɢاملة،   ،عڴʄ سȎيل المثال .أوڲʏ. وتوجد علاقة وثيقة ب؈ن المثاليات الأولية والعناصر غ؈ف القابلة للاخ؅قال

ʏان المثاڲɠ إذا 𝑥𝔸   ًفإن  {0}ا عن  ا ومختلفً أولي ،𝑥  ًإطار اݍݰلقات العاملية. غ؈ف قابل للاخ؅قال. والعكس ܵݰيح أيض ʏا ࢭ  

اݍݰلقة  عنصرً   𝑥ليكن    ʏࢭ للاخ؅قال  بالطبع  𝔸ا غ؈ف قابل  𝑥𝔸. لدينا  ≠ 𝑥𝔸وَ   {0} ≠ 𝔸.  ليكن    ،الآن𝑦 ∈ 𝔸  

𝑥𝔸بحيث   ⊂ 𝑦𝔸.  يوجد𝑧 ∈ 𝔸   بحيث𝑥 = 𝑦𝑧.   بما أن𝑥 ن:  ؈ غ؈ف قابل للاخ؅قال، فإن لدينا حالت  

   إما𝑦  ʏالتاڲȋقابل للقلب، و𝑦𝔸 = 𝔸  ، 
   ما୒و𝑦 = 𝑢𝑥   مع𝑢 وعليه قابل للقلب ،𝑦 ∈ 𝑥𝔸  وَمن ثمة ،𝑦𝔸 = 𝑥𝔸  . 

  وɸكذا نحصل عڴʄ الصيغة 

(∀𝑦 ∈ 𝔸)(𝑥𝔸 ⊂ 𝑦𝔸 ⇒ 𝑦𝔸 = 𝑥𝔸 ∨ 𝑦𝔸 = 𝔸). 
  غ؈ف معدوم، فإن لدينا التɢافؤات التالية:  𝑥رئʋسية وɠان   𝔸  اݍݰلقة إذا ɠانت ومنه
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𝑥   عنصر غ؈ف قابل للاخ؅قال⇔  ʏالمثاڲ 𝑥𝔸 ʏأوڲ  ⇔ ʏالمثاڲ  𝑥𝔸 أعظ׿ܣ .  

𝔸وكحالة خاصة، إذا ɠانت   = ℤ غ؈ف معدوم ʏل عدد طبيڥɠ فإنه من أجل ،𝑛 :لدينا  

𝑛   ʏأوڲ⇔ ʏالمثاڲ  𝑛ℤ ʏأوڲ ⇔ ʏالمثاڲ 𝑛ℤ أعظ׿ܣ.  

 تقرّ   عديدةتتمتع اݍݰلقات الرئʋسية بخاصيات ج؄فية  
ً

مثاليات أية حلقة رئʋسية،    أن٭ڈا من اݍݰقول، مٔڈا مثلا

، بمعۚܢ أن أية متتالية  (The ascending chain condition)رتبة Ȋعلاقة الاحتواء، تحقق 'شرط السلسلة الصاعدة'  والم

  مستقرة ࢭʏ مرحلة ما. تصبح جزئية م؅قايدة من ɸذه المثاليات  

لتكن   ولتكن    𝔸بالفعل،  رئʋسية،  مثاليات    ௡ஹଵ(𝔞௡)حلقة  من  بالɴسبة للاحتواء  م؅قايدة  . 𝔸متتالية مثاليات 

𝔞لنتأكد من أن الاتحاد   = ⋃ 𝔞௡௡ஹଵ    ʏࢭ ʏمثاڲ𝔸  لذلك ليكن .𝑥 ∈ 𝔞    َو𝑦 ∈ 𝔞  يوجد .𝑖 ≥ 𝑗 وَ   1 ≥ 𝑥بحيث    1 ∈ 𝔞௜ 

𝑦 وَ  ∈ 𝔞௝  عت؄فɲ يمكننا مثلا أن .𝑖 ≤ 𝑗  وعليه ، 𝑥 ∈ 𝔞௝  لأن لدينا𝔞௜ ⊂ 𝔞௝  ما أنȋو .𝔞௝    فإن ،ʏمثاڲ𝑥 − 𝑦 ∈ 𝔞௝ ⊂ 𝔞 ،

𝑥ومن ثمة  − 𝑦 ∈ 𝔞  قةʈان ذاٮڈا  . بالطرɠ نتأكد من أنه إذا𝑥 ∈ 𝔸    َو𝑦 ∈ 𝔞 فإن ،𝑥𝑦 ∈ 𝔞 تج بأنɴستɲ ناɸ من .𝔞   ʏمثاڲ

  ʏࢭ𝔸.   ما أنȋو𝔸    سة، فإنه يوجدʋحلقة رئ𝑥 ∈ 𝔸    بحيث𝔞 = 𝑥𝔸.   ʏالتاڲȋو𝑥 ∈ 𝔞௞    مع𝑘 ≥ . وɸذا الأمر يؤدي إڲʄ أن  1

𝔞 = 𝑥𝔸 ⊂ 𝔞௞  ʄومن ثمة إڲ ،𝔞 = 𝔞௞  لكن المتتالية .(𝔞௡)௡ஹଵ    سبة للاحتواء، لذلكɴم؅قايدة بال𝔞 = 𝔞௞ = 𝔞௡    ماɺم

𝑘يكن  ≤ 𝑛.و المراد إثباتهɸو ،  

  متɢافئة: القضايا الثلاث التالية   𝔸ي؄ُفɸن ࢭʏ دروس اݍݨ؄ف أنه ࢭʏ أية حلقة واحدية وتبديلية  

 ، والمرتبة Ȋعلاقة الاحتواء، تحقق شرط السلسلة الصاعدة.𝔸مثاليات   )1

2( 𝔸    اݝݵتلفة عن) سبة للمثاليات، بمعۚܢ أن أية عائلة غ؈ف خالية من مثالياٮڈا الذاتيةɴتحقق الشرط الأعظ׿ܣ بال

 ا بالɴسبة للاحتواء.ا أعظميً ) تقبل مثاليً 𝔸وَ  {0}

3(   ʏل مثاڲɠ𝔞  ʏࢭ𝔸   وɸل: من الصنف المɢنتࢼܣ؛ أي أنه من الش 
𝔞 = 𝑥ଵ𝔸 + 𝑥ଶ𝔸 + ⋯ + 𝑥௡𝔸 

𝑥௜حيث   ∈ 𝔸 ،1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. 

وْثِرʈةتُ    نوʈ؆ف ي׿ܣ  إللرʈاضياتية  ا  مً رʈكوذلك ت  ،دڤʄ اݍݰلقات الۘܣ تحقق أحد الشروط الثلاثة السابقة باݍݰلقات النَّ

(Emmy Noether)    ن1921الۘܣ قامت بدراسْڈا بداية من عامɸيل؄فت  ديفيد  . وقد برɸ  (David Hilbert)   انتɠ بأنه إذا

𝔸   ة، فإنʈنوثر𝔸[X] .ةʈالأخرى نوثر ʏۂ  

  ا ࢭʏ التارʈخ. لنتɢلم قليلا عن المعادلات اݍݨ؄فية، وۂʏ المعادلات الأك؆ف قدمً 

قام . ولقد  𝕜ا ࢭʏ  يقبل عڴʄ الأقل جذرً  𝕜[X]ا إذا ɠان ɠل كث؈ف حدود غ؈ف ثابت من  مغلق ج؄فيً  𝕜نقول إن اݍݰقل  

ا، بإثبات واحدة من أجمل م؄فɸنات اݍݨ؄ف، وۂʏ الم؄فɸنة الۘܣ  ، وعمره حواڲʏ ثمانية عشر عامً (Carl Gauss)  جاوسɠارل  

  . (Fundamental Theorem of Algebra)تحمل اسم 'الم؄فɸنة الأساسية ࢭʏ اݍݨ؄ف' 

  الم؄فɸنة الأساسية ࡩʏ اݍݨ؄ف 

 .ℂا ࢭʏ يقبل عڴʄ الأقل جذرً  ɠℂ[X]ل كث؈ف حدود غ؈ف ثابت من اݍݰلقة  

Ȗ  اݍݨ؄ف عۚܣ ʏنة الأساسية ࢭɸأن    الم؄فℂ   ًيجة القائلة إن كث؈فات اݍݰدود غ؈ف  مغلق ج؄فيȘذا النɸ ستخلص منɲا. و

  ʏالقابلة للاخ؅قال ࢭℂ[X]    ة أن حقل الأعدادȋنما يمكن الملاحظة دون صعوʋب .ʄبالضبط كث؈فات اݍݰدود من الدرجة الأوڲ ʏۂ

𝑋ଶا، وʈكفي لمعرفة ذلك ملاحظة أن كث؈ف اݍݰدود غ؈ف الثابت  غ؈ف مغلق ج؄فيً   ℝاݍݰقيقية   + ا حقيقية.  لا يقبل جذورً   1

ا  ا مناسبً النȘيجة التالية، والۘܣ ʇعت؄ف التحقق مٔڈا تمرʈنً   ℝ[X]قابلة للاخ؅قال ࢭʏ  الوɲعطي فيما يخص كث؈فات اݍݰدود غ؈ف  

  ʏالقابلة للاخ؅قال ࢭ الٔڈائية: "كث؈فات اݍݰدود غ؈ف  ۂʏ بالضبط كث؈فات اݍݰدود من الدرجة الأوڲℝ[X]    ʄلطلاب الأقسام 

ʄا حقيقية". كث؈فات اݍݰدود من الدرجة الثانية الۘܣ لا تقبل جذورً  بالإضافة إڲ  
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حقل ࢭʏ حقل مغلق    أيأنه يمكن تضم؈ن    )Ernst Steinitz(  رɲست شتاينȘسأبرɸن    ،ࢭʏ بداية القرن العشرʈن

  .ℂࢭℝ  ʏا، ولعل أȊسط دليل عڴʄ ܵݰة ɸذه النȘيجة ɸو أننا قمنا بالفعل بتضم؈ن  ج؄فيً 

حقلا    𝕜ليكن  "ي؄ُفɸن عڴʄ النȘيجة المعتادة التالية واݍݵاصة بتفكيك كث؈ف حدود ذي متغ؈ف واحد:    ،ࢭʏ دروس اݍݨ؄ف

 
ً
𝑓(𝑋)ى، وليكن  معط = 𝑎௡𝑋௡ + ⋯ + 𝑎଴    1كث؈ف حدود من الدرجة ≤ 𝑛    ʏمعاملات ࢭȋو𝕜  أي أنه عنصر من اݍݰلقة ،

𝕜[X]  انتɠ فإذا .𝛼௜ ∈ 𝕜  ،1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘  ،  ل جذورɠ ʏۂ𝑓    ʏࢭ𝕜  انتɠ ذا୒و ،𝑟௜ ∈ ℕ∗  ،1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘  ، رتب تضاعف ʏۂ

 عڴʄ النحو الآȖي: ɸ𝑓ذه اݍݨذور، فإنه يمكن كتابة  
𝑓(𝑋) = 𝑎௡(𝑋 − 𝛼ଵ)௥భ ⋯ (𝑋 − 𝛼௞)௥ೖg(𝑋) 

𝑟ଵ، وَ 𝕜ا ࢭʏ  كث؈ف حدود لا يقبل جذورً   gحيث   + ⋯ + 𝑟௞ + deg g = deg 𝑓 = 𝑛    ʏالتاڲȋ0(و ≤ 𝑘 ≤ 𝑛  وكحالة .(

 ا، فإن لدينا ا ج؄فيً مغلقً  𝕜خاصة، إذا ɠان  
𝑓(𝑋) = 𝑎௡(𝑋 − 𝛼ଵ)௥భ ⋯ (𝑋 − 𝛼௞)௥ೖ 

𝑟ଵوَ  + ⋯ + 𝑟௞ = 𝑛. " 

الرʈاضيات، وۂȖ ʏعت؄ف بحق مقدمة للدراسات  مɺا ɸيل؄فت إڲʄ  الم؄فɸنة التالية ۂʏ واحدة من أشɺر النتائج الۘܣ قدّ 

  اݍݰديثة حول المعادلات اݍݨ؄فية والɺندسة اݍݨ؄فية. 

اȖس ɸيل؄فت     (Hilbert's Nullstellensatz) نولشتلانز

   𝕜ليكن  
ً

,𝕜[𝑋1متغ؈ف    𝑛كث؈فات اݍݰدود ذات   حلقة ا ࢭʏمثاليً   𝔞  ا، وليكن ا ج؄فيً  مغلقً حقلا … , 𝑋𝑛]  ت؈نʋالتاليت؈ن  . إن القض

  متɢافئتان: 

1( 𝔞 ≠ 𝕜[𝑋ଵ, … , 𝑋௡]؛ 

𝑥يوجد عنصر   )2 ∈ 𝕜
௡

𝑓(𝑥)بحيث    = 𝑓من أجل ɠل   0 ∈ 𝔞. 

1)الاستلزام   ⇐ 2)مباشر وȌسيط، بʋنما يحتاج الاستلزام العكؠۜܣ    2) ⇐ ، وɸو المɺم، إڲʄ نقاش عميق. ولنتذكر  1)

,ɸ𝕜[𝑋1نا أن   … , 𝑋𝑛] ست إقليديةʋسية، ومن ثمة لʋست رئʋة وعاملية، ولكٔڈا لʈحلقة نوثر ʏان   ۂɠ 2إذا ≤ 𝑛. 

𝑓௞ ،1لتكن   ≤ 𝑘 ≤ 𝑚  كث؈فات حدود من ،𝕜[𝑋1, … , 𝑋𝑛]ان نظام المعادلات اݍݨ؄فيةɠ ولنحاول معرفة إن ،  

(𝒮)   ൝
𝑓ଵ(𝑥) = 0;

⋮
𝑓௠(𝑥) = 0,

 

 
ً

𝕜 ࢭʏ يقبل حلولا
௡

  من عدمه. لأجل ذلك نضع 

𝔞 = {𝑢ଵ𝑓ଵ + ⋯ + 𝑢௠𝑓௠: 𝑢ଵ, … , 𝑢௠ ∈  𝕜[𝑋ଵ, … , 𝑋௡]}. 
,𝕜[𝑋1ا ࢭȖ  ʏشɢل مثاليً   𝔞اݝݨموعة   … , 𝑋𝑛]،    د بالعناصر

َّ
وَل

ُ
𝑓௞  ،1يدڤʄ بالمثاڲʏ الم ≤ 𝑘 ≤ 𝑚  مكن الملاحظة الآن بأنʈو ،

  تɢاࢭȃ الصيغة التالية الواردة ࢭʏ الدعوة الثانية ࢭʏ م؄فɸنة ɸيل؄فت  (𝒮)جملة المعادلات  

(∀𝑓 ∈ 𝔞)(𝑓(𝑥) = 0). 
   (𝒮)لɢي تقبل   ، الأساسوعڴɸ ʄذا 

ً
𝕜 ࢭʏ حلا

௡
𝔞يلزم وʈكفي أن يɢون    ≠ 𝕜[𝑋ଵ, … , 𝑋௡]  ونɢكفي أن يʈ1، أي يلزم و ∉

𝔞يجةȘالن ʄافؤ، نحصل عڴɢذا التɸ ʏي لا تقبل اݍݨملة    : . بنفي طرࢭɢل"(𝒮)    ʏحلولا ࢭ𝕜
௡

يلزم وʈكفي أن يتحقق الانتماء    

1 ∈ 𝔞  كفي أن توجد كث؈فات حدودʈأي يلزم و ،𝑢௞  ،1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚  من ، 𝕜[𝑋1, … , 𝑋𝑛]  1بحيث = 𝑢ଵ𝑓ଵ + ⋯ +

𝑢௠𝑓௠."  

𝑓௞  ،1إذا ɠانت   ≤ 𝑘 ≤ 𝑚  كث؈فات حدود غ؈ف ثابتة من ،𝕜[𝑋1, … , 𝑋𝑛] فإن مجموعة النقاط ،  

𝒱 = ൛𝑥 ∈ 𝕜
௡

: 𝑓ଵ(𝑥) = ⋯ = 𝑓௠(𝑥) = 0ൟ = ሩ൛𝑥 ∈ 𝕜
௡

: 𝑓௞(𝑥) = 0ൟ

௠

௞ୀଵ
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، وۂʏ من البɴيات الɺندسية اݍݨ؄فية المɺمة  (Affine algebraic variety)'منوعة ج؄فية تآلفية'    ،إن لم تكن خالية  ،دڤʄتُ 

 الۘܣ Ȗسْڈدفɺا الɺندسة اݍݨ؄فية. 

,𝕜[𝑋1كث؈ف حدود غ؈ف ثابت من    𝑓إذا ɠان   … , 𝑋𝑛]  فإن اݝݨموعة ،൛𝑥 ∈ 𝕜
௡

: 𝑓௞(𝑥) = 0ൟ   ُسطحً ت' ʄا  دڤ

دً  4ࢭʏ حالة    (Algebraic hypersurface)ا'  ا ج؄فيً مُصعَّ ≤ 𝑛 ًا  ا ج؄فيً ، وسطح(Algebraic surface)    حالة ʏ3ࢭ = 𝑛 ،

2ࢭʏ حالة   (Plane algebraic curve)ا  ا مستوʈً ج؄فيً   ومنحۚܢً  = 𝑛 
ً
ا  ا وɠافيً ا لازمً . وɸكذا فإن م؄فɸنة ɸيل؄فت Ȗعطينا شرط

  تآلفية. لأن ʇشɢل تقاطع سطوح مصعدة ج؄فية منوعة ج؄فية 

  

 ******  
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