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 مقدمة  .1
 
ّ

 مفيدين لأي طالب علم:   الله، شعر للإمام الشافڥʏ رحمه من ال  نر ࢭʏ البداية بȎت؈أذك

 سأنȎيك عن تفصيلɺا بȎيانِ أڎʏ لن تنال العلم إلا Ȋستةٍ ... 

 
ٌ
 أستاذٍ وط ذɠاءٌ وحرصٌ واجْڈادٌ وȋُلغة

ُ
ݰبة ــ... وܵ ـــ ــ ــ  ولُ زمانِ ــ

 
ً

 لتدرʉس الرʈاضيات لأجيالɺا الناشئة، وتكمن وراء ذلك بالتأكيد أسباب معينة.  تنفق جميع الدول ࢭʏ العالم أموالا

ا؟  ا ضرورʈً ا مجتمعيً يحق للمرء التفك؈ف ࢭʏ أسئلة من قبيل: ما ۂʏ الأسباب الۘܣ تجعل تدرʉس الرʈاضيات مشروعً   ،ولذلك

 س للناشئة؟ وȋالأحرى، ما ۂʏ الرʈاضيات التعليمية؟ درّ وما ۂʏ الرʈاضيات الۘܣ تُ 

ا إن تدرʉس الرʈاضيات ʇستمد مشروعيته اݝݨتمعية من سȎب؈ن  فيما يتعلق بالسؤال الأول، يمكن القول عمومً 

 ɸما:  ،رئʋسي؈ن

ا  تطوʈر وتنمية المɺارات العقلية الاستɴباطية لدى الناءۜܡ، وذلك لɢون الرʈاضيات تمثل النموذج الأك؆ف وضوحً   - أ

الضروري ݍݰياة الأفراد وݍݰياة اݝݨتمع. وʈمكن الزعموحضورً  الȎشري الاستɴباطي  بأن    ،دون مبالغة  ، ا للتفكر 

 
ّ
 Ȗعل

ّ
 . ا فن الفɸانأو أيضً   ،م حِرفة الفɸانم الرʈاضيات ɸو Ȗعل

الȎشرʈة  -ب المعارف  من  الكث؈ف  واستخدام  وتطوʈر  لفɺم  ضروري  علم  ɠالف؈قياء    ، الرʈاضيات  الدقيقة  العلوم  مثل 

 وغ؈فɸا.  ،والكيمياء، وعلوم المɺندس؈ن مثل الإعلام الآڲʏ والإلكفونيك والآلية
  إڲʄ ضرورة   ،اݍݨامعاتࢭʏ  وحۘܢ    ،بالمدارس الابتدائية والمتوسطة والثانوʈة؟ۜܣ الرʈاضيات  درّ وʈجب لفت انȘباه مُ 

 نصب أعئڈم  الɺدف الأول المرجو من تدرʉس الرʈاضياتوضع  
ً

ا أكف للشباب الناءۜܡ لتحقيق   فرصً ، وذلك لɢي ʇعطوا أولا

 لɢي يمنحوا ɲشاطاٮڈم التعليمية معان حقيقية جادة وخالية من العبث. ،اأɸدافه المشروعة ࢭʏ اݍݰياة، وثانيً 

سة عڴʄ نظرʈة اݝݨموعات  الرʈاضيات المؤسَّ   أييمكن القول إن الرʈاضيات التعليمية ۂʏ الرʈاضيات الɢانتورʈة،  

؟ۜܣ الرʈاضيات اݍݨادين الإلمام بالمبادئ  درّ عڴɸ ʄذا، يɴبڧʏ عڴʄ مُ  وعڴʄ المنطق الرʈاعۜܣ الكلاسيɢي. بناءً  )ɢ )Cantorانتور ل

 اطلاعً   الاطلاعالأساسية لɺذه النظرʈة، و 
ً

مثل المعرفة الɢاملة بمعاɲي الروابط    ، عڴʄ المبادئ الأولية للمنطق الكلاسيɢيا ɠاملا

  ، المنطقية ࢭʏ إطار ɸذا المنطق
ّ
 ا. وȋمبادئ الاستɴباط الأك؆ف شɺرة واستخدامً  ،مات المنطقيةوالمعرفة المقبولة بالمسل

 حدّ 
ّ
مسل عشر  الرʈاضيات  علماء  س مات  د  باسم  ل  تُؤسِّ الرʈاضيات  أبجديات   ʏࢭ والمعروفة  اݝݨموعات،  نظرʈة 

" 
ّ
 مسل

ّ
 مة الاختيارمات زرميلو وفرانɢل + مسل

ّ
   وف". ومن جانّڈم، اعتمد خفاء التعليم ومؤل

ّ
مات  كتب الرʈاضيات ɸذه المسل

ش؈فɠأɸداف Ȗعليمية قاعدية ࢭʏ عملية تدرʉس الرʈاضيات. وɴʈبڧʏ، كما  
ُ
ما،  إڲʄ ذلك آنفً   أ

ّ
ن  و الرʈاضيات اݍݨادّ   وسمدرّ   أن يُل

ا معرفة خمس مٔڈا، والۘܣ سɴتحدث عٔڈا ࢭɸ ʏذا اݍݨزء. ولمساعدة القارئ الكرʈم عڴʄ  كفٕڈم مبدئيً ت٭ڈذه المسلمات، ورȋما  
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شار  ا ما ʇُ "، وكث؈فً Zermelo-Fraenkel Axioms + Axiom of choice":  ل؈قيةɢ، نورد اسمɺا بالإناسرʉعً   الاطلاع علٕڈا

 . ZFCإڲʄ نظرʈة اݝݨموعات المستخدمة ࢭʏ الرʈاضيات التعليمية بالاسم    ااختصارً  ࢭʏ الكتب

حۘܢ يص؈ف بمقدوره معرفة طرʈقة    ،س الرʈاضيات لغة نظرʈة اݝݨموعاتأن ʇعرف مدرّ   أيضًا  من الأمور الأساسية

  ة معرفة ɠاملة. اتيتɢوʈن الصيغ الرʈاضي

 
ُ
ِ لقد أ

ا  ا وسندً ا لتحقق الɺدف؈ن المشار إلٕڈما، وȋذلك يص؈ف عونً ɸذا المقال حول الرʈاضيات التعليمية تحديدً   عدَّ

  ؟ۜܣ الرʈاضيات ࢭʏ السنوات اݍݨامعية الأوڲʄ.؟ۜܣ الرʈاضيات ࢭʏ المدارس الثانوʈة، ولمدرّ درّ ݍݨميع مُ 

الرʈاضي  اللغة   ʏوۂ اݝݨموعات،  نظرʈة  لغة  المقال  لكتابة  اتيʇعرض  الضرورʈة  العالمية  الرʈاضيات    ɠلة  قضايا 

 ًʈالمعتمَ رمز ʏي الأوڲɢاعۜܣ الكلاسيʈاضيات. يُ ا، والمبادئ الأولية للمنطق الرʈذه الرɸ سʉتدر ʏسط  م المقال واحدً قدّ د ࢭȊا من أ

الرʈاضينُ     اȖيظم الاستدلال 
ً
ألفة الرʈاضيواستخدامً   وأك؆فɸا  الفاɸ؈ن   ʏࢭ الۘܣ  اتيا  الܶݰيحة،  ة. كما تم تضمينه الطرʈقة 

حة. إحدى الغايات من ɸذا التضم؈ن  ي سو المنطق ࢭʏ إعداد دروسɺم، لتعرʈف الصيغ والمبادئ الܶݰدرّ اɸا مُ ففض أن يتȎنّ يُ 

 م أيّ قدّ تȎيان الɺدف اݍݰقيقي من تدرʉس جداول الܶݰة ࢭʏ برامج المنطق، وɸو الɺدف الذي لا يُ   ʏۂ
ّ
م حرفة  ة خدمة لتعل

سّ با ، علمً اȖيالفɸان الرʈاضي
ُ
  ا من أجل ترسيخ ɸذه اݍݰرفة ࢭʏ الأذɸان. س تحديدً أن المنطق أ

 ّۚ علٕڈا غالبية علماء الرʈاضيات ࢭʏ بداية القرن العشرʈن، وۂʏ عرض ɸذا العلم  اتفق  ܢ المقال وجɺة النظر الۘܣ  يȘب

ة عالمية ۂʏ لغة ɸذه النظرʈة. ولا يحتوي عڴʄ أمور جديدة حول المنطق  اتيوȋواسطة لغة رʈاضي ، ࢭʏ إطار نظرʈة اݝݨموعات

أنه،    اȖيالرʈاضي  ʏميته ࢭɸنما تكمن أاضيات، وʈي والرɢناول موضوع  لا توجد  حسب المؤلف،  بالكلاسيȘية تȋنصوص عر

الفرɲؠۜܣ   "اݍݨف" للأستاذ  كتاب   ʏࢭ المعروض  النص  باستȞناء  اللɺم  ذاٮڈا،  بالطرʈقة  التعليمية    روڊʏ غودمان الرʈاضيات 

(Roger Godement)  به. جميع الكتبʈوسف عتيق بتعرʈوالذي قام الأساتذة مختار عبيد وأبو بكر خالد سعد الله و ،

محلية أو قادمة من مصر أو سورʈا، والۘܣ قام المؤلف  سواء ɠانت  من المنطق الأوڲʏ،    اجانبً   ، الۘܣ تȘناول المصاغة بالعرȋية

ا آخر  تȘناول بالأحرى موضوعً بمعاينْڈا، لا تȘناول سوى جداول اݍݰقيقة، وɸذا ʇعۚܣ أٰڈا لا تȘناول المنطق كما يɴبڧʏ، ونما 

Ȋعملية   أضرّ  ثمة فɺم المنطق الأوڲʏ عڴʄ الرغم من Ȋساطته، ومن  ، أعاق ࢭʏ نظر المؤلف ذا،وɸ .(Boole) بول يتعلق بجبور 

  تدرʉس الرʈاضيات الأولية. 

المقال   دقيق جدً ا قص؈فً نصե   أيضًايتضمن  ولكنه  طالب  ا،  الۘܣ  الصورʈة،  والرʈاضيات  الصورنة    ɸيلفت ا، حول 

(Hilbert)    شرهɲمقالاٮڈم والاستفادة منه و ʏمكن لطلاب فلسفة العلوم استخدامه ࢭʈن. وʈبداية القرن العشر ʏا ࢭɺسʋبتأس

  لدٱڈم. 

اݝݨموعات،   نظرʈة  لغات  إحدى  Ȋعرض  المقال  من  الأول  اݍݨزء  إڲʇُ  ʄعۚܢ   بالإضافة 
ّ
مسل ب؈ن  خمس  من  مات 

 
ّ
  لنظرʈة. ɺذه امات العشر لالمسل
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  ʏࢭ  ʄانتور إڲɠ م المعروفة    ، نظرʈته الرائدة ࢭʏ الرʈاضيات  ؈ن اتيمجتمع الرʈاضيٰڈاية القرن التاسع عشر الميلادي، قدَّ

اعتُ   باسم والۘܣ  اݝݨموعات"،  حئڈا  "نظرʈة  من  الرʈاضيات.  وحۘܢفت  أساس  الرʈاضيات    عديدال  وأقرّ   اليوم  علماء  من 

ɸيلفت رأسɺم   ʄوعڴ الإطار    ،الكبار،  بأن  الشباب،  العلماء   ʄعڴ الكب؈ف  التأث؈ف  وصاحب  الصʋت  ذاǿع  الرʈاضيات  عالم 

تُؤسَّ  أن   ʏبڧɴي الذي   ʏالمعتادةالطبيڥ الرʈاضيات  داخله  تُ المستخدمَ   ،س  والۘܣ  العلوم،  مشكلات  حل   ʏࢭ أيضً ة   ʄا  دڤ

ɢامل منذ بداية القرن العشرʈن. وتكفي ݝݰة سرʉعة للتأكد  بالبرʈاضيات النماذج، ɸو نظرʈة اݝݨموعات، وɸو ما تحقق  

الرʈاضي  النظرʈات  الرʈاضي  ،ة المعتادةاتيمن أن جميع  النماذج  بلغة نظرʈة  قد    ،ة اتيأو بالأحرى جميع  صيغت ࢭʏ عصرنا 

  اݝݨموعات، والۘܣ سɴتحدث عٔڈا ࢭʏ الفقرة التالية. 
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ال الشɢوك  من  الرغم   ʄمع  عديدةوعڴ ظɺورɸا  ترافق  ȊسȎب  اݝݨموعات  نظرʈة  حول  حامت  Ȋعض    زو بر   الۘܣ 

دعم وتقدير معنوي قوي من ɸيلفت، الذي قال ࢭʏ خضم دفاعه عن مجمل أفɢار  ب  ،مع ذلك  ، ɠانتور   حظيالمفارقات، فقد  

الأعداد الفتيȎية والأصلية جملته الشɺ؈فة الۘܣ حفظɺا لنا التارʈخ: "لا يمكن لأحد أن يطردنا من  و ɠانتور حول اݝݨموعات  

  اݍݨنة الۘܣ أɲشأɸا ɠانتور لنا". 

برنامجً قدَّ  ɸيلفت  طموحً م   ا 
ّ

وحث الناشئة،  المفارقات  مشɢلة  ݍݰسم  المسائل    ا  دراسة   ʄعڴ الشباب  العلماء 

ɸم  دعامشɢلة تناقض الرʈاضيات. وࢭʏ الوقت عينه    ةصر ا ݰالوسيلة الأوڲʄ ݝباعتبارɸا  المنطقية دراسة مستفيضة وعميقة،  

ʄالعديد من   إڲ ʄالفعل، تم العثور عڴȋة اݝݨموعات. وʈي لنظرǿي انْڈاȖذه النُظم  البحث عن نظام مسلماɸ  اɸرɺولعل أش ،

 قً ي تحقا مع اݍݰدس و وأك؆فɸا توافقً 
َّ
  لنظرʈة ل. يوجد نظام مسلمات آخر  ZFCمات  ا ࢭʏ المنطق التجرʈۗܣ العادي ɸو نظام المسل

   ذاٮڈا
ُ
وʉُشار  "،  وغودل  مسلمات نيومان وȋَ؈فنايزنظام "  ʇعرف باسم  ، سس الرʈاضياتأك؆ف فاعلية ࢭʏ البحوث المتقدمة حول أ

ة، رȋما باستȞناء  اتيɸو المعتمد ࢭʏ الرʈاضيات التعليمية وࢭʏ غالبية البحوث الرʈاضي  ZFC. بيد أن  NBG  ـا باختصارً   إليه

 .)Topos( التوȋوسوَ  )Categories( الفئاتتلك المتعلقة ب

 
  𝐙𝐅𝐂. لغة  1.2

  ذات الأبجدية   𝔏ଵSetة من الرتبة الأوڲʄ المناسبة لدراسة اݝݨموعات وخواصɺا ۂʏ اللغة  ياتيإحدى اللغات الرʈاض

  : التالية

   :؛⇔،  ⇒، ∨، ∧،  ¬رموز الروابط المنطقية  
  :م؈ن الوجودي والعمومي مِّ

َ
ك

ُ
 ؛ ∀،  ∃رمزا الم

   :ساريʋ؛)، (رمزا القوس؈ن اليميۚܣ وال 
   :؛=رمز المساواة 
  :ʄرموز متغ؈فات أوڲ𝑥  ،𝑦 ،𝑧؛... ، 
   :رموز متغ؈فات ثانية خاصة باݝݨموعات𝑋 ،𝑌  ،𝑍 ؛... ، 
   :رمز الانتماء∈.  

  لنضع

𝒱𝒶𝓇ଵ ≔ {𝑥, 𝑦, 𝑧, … }, 𝒱𝒶𝓇ଶ ≔ {𝑋, 𝑌, 𝑍, … }, 𝒱𝒶𝓇 ≔ 𝒱𝒶𝓇ଵ⋃𝒱𝒶𝓇ଶ. 
ℒ𝒮بمجموعة رموز المتغ؈فات، بʋنما تدڤ𝒱𝒶𝓇    ʄدڤʄ  تُ  ≔ 𝒱𝒶𝓇⋃{¬,∧,∨, ⇒, ⇔, ∃, ∀, (, ), بمجموعة الرموز    {=

ڈا مساوٍ ة كلاسيكية من الرتبة الأوڲʄ، وۂʏ  اتيمحتواة ࢭʏ أبجدية أية لغة رʈاضي  ℒ𝒮المنطقية. إن   َٕ لأصڴʏ    قابلة للعد، لأن أصل

قابِلات الإنℵالمشار إليه بالرمز    ℕمجموعة الأعداد الطبيعية  
ُ
ل؈قية للɢلمة العرȋية "أصڴʏ" ۂɢ ʏ. ونذكر بالمناسبة أن الم

Cardinality  َوCardinal number  َوCardinal . 

 
ُ
Ȗ أخرى،  ناحية  اݝݨموعة  من  𝒩ℒ𝒮(𝔏1Set)سܢ  ≔ ℜℓ(𝔏1Set) ≔ غ؈ف    {∋} الرموز  بمجموعة 

غة 
ُّ
، وۂʏ ࢭɸ ʏذه اݍݰالة مجموعة منْڈية. وعڴɸ ʄذا الأساس نقول إن لغة نظرʈة اݝݨموعات قابلة للعد  𝔏ଵSetالمنطقية لل

𝒜ℓ𝓅𝒽(𝔏ଵSet)لأن أبجديْڈا   ≔ ℒ𝒮⋃𝒩ℒ𝒮(𝔏ଵSet)  .قابلة للعد  

أية لغة رʈاضي  ،اوعمومً   𝒞𝓈𝓉(𝔏ଵ)بمجموعة رموز ثوابْڈا الأساسية    𝔏ଵة كلاسيكية من الرتبة الأوڲʄ  اتي تتم؈ق 

 . وℜℓ(𝔏ଵSet) ُʉومجموعة رموز علاقاٮڈا الأساسية    ℱ𝒸𝓉(𝔏ଵ)الأساسية    (الدالية)  ية تاȊعال  ɸارموز ومجموعة  
ّ
ɢل اتحاد  ش

غة  ɸ𝒩ℒ𝒮(𝔏1)ذه اݝݨموعات الثلاث مجموعة الرموز غ؈ف المنطقية  
ُّ
  . ونضع𝔏ଵلل

Card𝔏ଵ ≔ Card𝒜ℓ𝓅𝒽(𝔏ଵ) ≔ Cardℒ𝒮 + Card𝒩ℒ𝒮(𝔏ଵ) ≔ ℵ + Card𝒩ℒ𝒮(𝔏ଵ). 
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Card𝒩ℒ𝒮(𝔏ଵ)وعليه، إذا ɠان   ≤ ℵ  فإن ،Card𝔏ଵ ≔ ℵ  ذه اݍݰالة إنɸ ʏقال ࢭʈو ،𝔏ଵ   انɠ نما إذاʋقابلة للعد. ب

ℵ < Card𝒩ℒ𝒮(𝔏ଵ)  فإن ،Card𝔏ଵ ≔ Card𝒩ℒ𝒮(𝔏ଵ)  ومن ثمة يقال إن ،𝔏ଵ  .غ؈ف قابلة للعد  

غة  
ُّ
  ، مɢونة بالضبط من الصيغ:AFor(𝔏ଵSet)والۘܣ ʇشار إلٕڈا بالرمز   ،𝔏ଵSetمجموعة الصيغ الذرʈة لل

 𝑥 = 𝑦 ُوالۘܣ ت ، ًʈي "قرأ لغوȖالآɠ ا𝑥  ساويʇ𝑦؛"  

 𝑋 = 𝑌 ُوالۘܣ ت ، َʈي "اݝݨموعة قرأ لغوȖالآɠ ا𝑋   ساوي اݝݨموعةȖ𝑌؛"  

 𝑥 ∈ 𝑋 ُوالۘܣ ت ، ًʈي "قرأ لغوȖالآɠ ا𝑥   اݝݨموعة ʄتܣ إڲɴي𝑋؛"  

 𝑋 ∈ 𝑌 ُوالۘܣ ت ، ًʈي "اݝݨموعة قرأ لغوȖالآɠ ا𝑋   اݝݨموعة ʄتܣ إڲɴت𝑌."  

اللغة   صيغ  بالرمز  𝔏ଵSetمجموعة  إلٕڈا  والمشار   ،For(𝔏ଵSet)  ʏࢭ للاحتواء)  (بالɴسبة  مجموعة  أصغر   ʏۂ  ،

  اݝݰققة للشروط الثلاثة: 𝔏ଵSetمجموعة ɠل ɠلمات  

⋅ AFor(𝔏ଵSet) ⊂ For(𝔏ଵSet)؛  

ɠانت    ⋅ إڲ𝑄    ʄوَ   𝑃إذا  فإن  For(𝔏ଵSet)تɴتميان   ،𝑃 ∧ 𝑄   َو𝑃 ∨ 𝑄   َو𝑃 ⇒ 𝑄   َو𝑃 ⇔ 𝑄   َو¬𝑃   ًأيض إڲʄ  تɴتܣ  ا 

For(𝔏ଵSet)؛  

قرأ  . تُ For(𝔏ଵSet)ا إڲʄ  تɴتܣ أيضً  𝑃(𝑥∀)وَ  𝑥  ،(∃𝑥)𝑃، فمن أجل أي رمز متغ؈ف  For(𝔏ଵSet)تɴتܣ إڲ𝑃   ʄإذا ɠانت   ⋅

(∃𝑥)𝑃   ًʈي "يوجد  لغوȖالآɠ ا𝑥    بحيث𝑃  قال إنʈو ،"𝑃    نطاق المكمم الوجودي ʏنما تُ ∃ۂʋقرأ  . ب(∀𝑥)𝑃   ًʈما  لغوɺم" ʏا كما يڴ

  .∀ۂʏ نطاق المكمم العمومي   𝑃"، وʈقال إن  𝑥  ،𝑃يكن 

الرʈاضي التعارʈف  أبجديات   ʏࢭ بتعرʈف  اتييقال  قمنا  إننا  المقارȋة  تراجعيً   For(𝔏ଵSet)ة  من  ɸذا  وسʋتܸݳ  ا. 

  التالية. لنضع

For(𝔏ଵSet) = AFor(𝔏ଵSet) 
Forଵ(𝔏ଵSet) = For(𝔏ଵSet)⋃{¬𝑃: 𝑃 ∈ For(𝔏ଵSet)} 

⋃ ራ {𝑃 ∗ 𝑄: 𝑃, 𝑄 ∈ For(𝔏ଵSet)}

∗∈{∧,∨,⇒,⇔}

 

⋃{(∃𝑥)𝑃: 𝑃 ∈ For0(𝔏1Set)}⋃{(∀𝑥)𝑃: 𝑃 ∈ For0(𝔏1Set)} 
⋮ 

Forାଵ(𝔏ଵSet) = For(𝔏ଵSet)⋃{¬𝑃: 𝑃 ∈ For(𝔏ଵSet)} 

⋃ ራ {𝑃 ∗ 𝑄: 𝑃, 𝑄 ∈ For(𝔏ଵSet)}

∗∈{∧,∨,⇒,⇔}

 

⋃{(∃𝑥)𝑃: 𝑃 ∈ For𝑛(𝔏1Set)}⋃{(∀𝑥)𝑃: 𝑃 ∈ For𝑛(𝔏1Set)} 
 عدد طبيڥ𝑛   .ʏحيث  

  لدينا المفɸنة التالية: 

For(𝔏ଵSet)  .1 مفɸنة = ⋃ For(𝔏ଵSet)∈ℕ. 

اݝݨموعة    .فɸانال أن  من  نتحقق  أن  ℱيكفي  = ⋃ For𝑛(𝔏1Set)𝑛∈ℕ   فʈعرȖ  ʏࢭ الواردة  الثلاثة  الشروط  تحقق 

For(𝔏ଵSet)  ما أنȋذه الأخ؈فة. وɸ ʏوأٰڈا محتواة ࢭ ،For(𝔏ଵSet)    ʏذه،    أصغر ۂɺسبة للاحتواء محققة لɴمجموعة بال

ℱفلدينا حتما الȘساوي   = For(𝔏1Set).  

For(𝔏ଵSet)بحيث   𝑛، فإنه يوجد  ℱتɴتميان إڲ𝑄   ʄوَ  𝑃إذا ɠانت    تحقق الشرط الأول. ℱمن الواܷݳ أن   ∋

𝑄،𝑃وعليه .  

𝑃 ∧ 𝑄, 𝑃 ∨ 𝑄, 𝑃 ⇒ 𝑄, 𝑃 ⇔ 𝑄, ¬𝑃, (∃𝑥)𝑃, (∀𝑥)𝑃 ∈ Forାଵ(𝔏ଵSet) ⊆ ℱ.   
  تحقق كذلك الشرط؈ن الثاɲي والثالث.  ℱالأمر الذي ʇعۚܣ أن  
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For(𝔏ଵSet)  ، كما ɸو واܷݳ  ،لدينا ⊇ For(𝔏ଵSet)  . ًنادȘف  كذلك نلاحظ، اسʈعرȖ ʄا إڲFor(𝔏ଵSet) ،  

الاحتواء   For(𝔏ଵSet)أن  ⊇ For(𝔏ଵSet)    الاحتواء  ʄإڲ For(𝔏ଵSet)يؤدي  ⊇ Forାଵ(𝔏ଵSet) لدينا وعليه   .

 For(𝔏1Set) ⊇ For𝑛(𝔏1Set)  ما يكنɺم𝑛  عۚܢ أنʇ الأمر الذي ،For(𝔏ଵSet) ⊇ ℱ .انɸانتࢼܢ الف .∎  

غة 
ُّ
 ۂʏ اݝݨموعة  𝔏ଵSetمجموعة الصيغ الأولية لل

PFor(𝔏ଵSet) ≔ AFor(𝔏ଵSet)⋃{(∃𝑥)𝑃: 𝑃 ∈ For(𝔏ଵSet)}⋃{(∀𝑥)𝑃: 𝑃 ∈ For(𝔏ଵSet)}. 
بأن   ɠلمات    For(𝔏ଵSet)لنلاحظ  ɠل  مجموعة   ʏࢭ للاحتواء)  (بالɴسبة  مجموعة  أصغر  كذلك   ʏۂ𝔏ଵSet    واݝݰققة

  للشرط؈ن: 

⋅ PFor(𝔏ଵSet) ⊂ For(𝔏ଵSet)؛  

ɠانت    ⋅ إڲQ   ʄوَ   𝒫إذا  فإن  For(𝔏ଵSet)تɴتميان   ،𝑃 ∧ 𝑄   َو𝑃 ∨ 𝑄   َو𝑃 ⇒ 𝑄   َو𝑃 ⇔ 𝑄   َو¬𝑃  تܣɴأيضً  ت  ʄإڲ ا 

For(𝔏ଵSet)؛  

ا ۂʏ الأخرى قابلة للعد. ولنتذكر جيدً   For(𝔏ଵSet)بما أن لغة نظرʈة اݝݨموعات قابلة للعد، فمجموعة صيغɺا  

بد وأن تɴتܣ    . وعڴɸ ʄذا الأساس، فأية صيغة مٔڈا لا𝔏ଵSet  اݝݨموعاتأن صيغ الرʈاضيات التعليمية مصاغة بلغة نظرʈة  

  ʄإڲFor(𝔏ଵSet) ُمكن أن يʈإن  . و ʏذا؟ والإجابة ۂɸ لɠ رموز الاحتواء والتقاطع والاتحاد من ʏأين ۂ :ʏطرح السؤال التاڲ

  ا أساسية مثل رمز الانتماء، بل ۂʏ مجرد اختصارات معرفة كما يڴɸ:ʏذه الرموز لʋست رموزً 

𝑋 ⊆ 𝑌 ⇔ (∀𝑥)(𝑥 ∈ 𝑋 ⇒ 𝑥 ∈ 𝑌) 
𝑋 ⊂ 𝑌 ⇔ 𝑋 ⊆ 𝑌 ∧ 𝑋 ≠ 𝑌 

𝑥 ∈ 𝑋⋂𝑌 ⇔ 𝑥 ∈ 𝑋 ∧ 𝑥 ∈ 𝑌 
𝑥 ∈ 𝑋⋃𝑌 ⇔ 𝑥 ∈ 𝑋 ∨ 𝑥 ∈ 𝑌. 

𝑋من ɸنا ندرك بأن الصيغ الأرȌع   ⊆ 𝑌  َو 𝑋 ⊂ 𝑌 َو𝑥 ∈ 𝑋⋂𝑌  َو𝑥 ∈ 𝑋⋃𝑌 ʄا إڲɺلɠ تܣɴت  For(𝔏ଵSet). 

الرمزʈة   الكتابة   :ʏاضيات ما يڴʈالر  ʏࢭ 𝑥∃)كذلك من ب؈ن الاختصارات المفيدة والمعتمدة  ∈ 𝑋)𝑃   اختصار ʏۂ

𝑥)(𝑥∃)للصيغة    ∈ 𝑋 ∧ 𝑃)  ةʈوالكتابة الرمز ،(∀𝑥 ∈ 𝑋)𝑃   اختصار للصيغة ʏۂ(∀𝑥)(𝑥 ∈ 𝑋 ⇒ 𝑃). 

. فعڴFor(𝔏ଵSet) ʄ  لا تɴتܣ بالضرورة إڲ𝓅𝒽ℓ𝒜(𝔏1Set)  ʄلنتذكر كذلك أن أية ɠلمة مصاغة بالأبجدية  

∋الɢلمات    ،سȎيل المثال 𝑥𝑦  َو𝑥 = ∃𝑦  َو𝑋 ∈ ∀𝑌ʄتܣ إڲɴذا النمط، لا تɸ ا منɸوغ؈ف ،  For(𝔏ଵSet) .  

مُ ɠل حدود نظرʈة اݝݨموعات  أخرى   من ناحية 
َ
وْنُ أو عال

َ
ɠ ،𝕌 = 𝒯ℯ𝓇𝓂(𝔏1Set)    ل اݍݰدود الۘܣ تمɠ شملʇ

إدخالɺا إڲʄ الرʈاضيات وتلك الممكن إدخالɺا إلٕڈا، إنه ʇشمل ɠل اݝݨموعات وɠل الأعداد والدوال والعلاقات الۘܣ تم بناؤɸا  

 𝕌وما تحتوي عليه. إن الɢون    ℂوَ   ℝوَ   ℚوَ   ℤوَ   ℕࢭʏ الرʈاضيات. وكحالة خاصة، فɺو ʇشمل اݝݨموعات اݍݵمس للأعداد  

  ا. ، وʉسميه آخرون صفً لʋس مجموعة؛ بل ɸو نوع آخر من اݍݰشود الفائقة الܸݵامة، ʇسميه البعض مجموعة فائقة

  ) يمكن Ȗعوʈضه بما يناسبه من حدود.For(𝔏ଵSet)  ة (أي عنصر من اݝݨموعةاتيɠل متغ؈ف ࢭʏ أية صيغة رʈاضي

مُ أنوّ  بمقدور  أن   ʄإڲ بقوة  بالعرȋية؟ۜܣ  درّ ه  ممّ الرʈاضيات   ، 
ّ
Șي باݍݨدية،ن  الرʈاضيات  سمون  الصيغ    ية كتابة 

مستخدم؈ن ɠلمات وحروف من اللغة العرȋية؛ فɺذا المسلك قد ʇساعد ࢭʏ زʈادة سرعة الفɺم والاسȘيعاب لدى التلاميذ لما  

   ةࢭʏ الأوساط الرʈاضياتي  عن مثل ɸذه الصيغ  قالم إلٕڈم، وʈُ قدّ يُ 
ُ

المسلك يطرح  ɸذا  ة عرȋية. لكن  اتيتȎت بلݤݨة رʈاضي إٰڈا ك

ا من وجɺة نظر الرʈاضيات،  ة المكتوȋة ٭ڈذه اللݤݨة قد لا تɢون ܵݰيحة نحوʈً اتيين؛ أولɺما أن الصيغ الرʈاضيي؈ن جادّ تحدّ 

اݝݨموعة    ʄإڲ تɴتܣ  لا  رȋما  اݍݨاد  For(𝔏ଵSet)أي  الرʈاضيات  بمدرس  يجدر  لذلك  الصيغ  ا تقإ،  تحوʈل  عملية  ن 

  والعكس.  ،ة العرȋيةاتية إڲʄ عبارات سليمة مكتوȋة باللݤݨة الرʈاضياتيالرʈاضي

الرʈاضي   ، فيتمثلخرالتحدي الآ   أما الرʈاضياتيࢭʏ تمي؈ق الصيغ  العرȋية  اتية المكتوȋة باللݤݨة  النصوص   ضمنة 

ا كث؈فة ستختلط عليه،  أمورً س لا يمتلك القدرة عڴɸ ʄذا التمي؈ق، فإن  ࢭʏ الكتب المدرسية. فإذا ɠان المدرّ   واردةة الاتيالرʈاضي

الرʈاضي الاستدلال  مبادئ  استخدام  محالة  لا  عليه  سيصعب  أنه  الرʈاضياتيمٔڈا  المنطق  مبادئ  أي  المعتمدة،    اȖية 
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الرʈاضي  ࢭʏ النصوص، ورȋما يجرّ اتيالكلاسيɢي الأولية، لتفير ܵݰة الصيغ  الواردة  إڲʄ استخدام طرق استدلال  ة  ه ذلك 

إڲʄ   بجɺوده اݍݵاصة  سڥʄس الرʈاضيات اݍݨاد أن ʇا. وعڴɸ ʄذا الأساس يɴبڧʏ عڴʄ مدرّ اتيً ا غ؈ف مقبولة رʈاضيوأحيانً   ،معيبة

ن  أ ، أرى ا إڲʄ خفȖية عن غ؈فɸا داخل نصوص كتب الرʈاضيات. واسȘنادً اتيالبص؈فة الɢافية لتمي؈ق الصيغ الرʈاضي  امتلاك

 ُʇ ذا الأمرɸ 
ّ
ɢاضيات باݍݨزائر.  الۘܣ تواجه ل أحد التحديات الكب؈فة شʈس الرʉتدر  

 
2.2 

ّ
 𝐙𝐅𝐂مات  . Ȋعض مسل

 
ُ
أ سابقً كما  يش؈ف  أن  البداية   ʏࢭ يكفي  الرʈاضيات مدرّ   ɢون ا،  دراية  س   ʄب؈ن  ب  عڴ من  التالية  اݍݵمس  المسلمات 

 
ّ
 العشر.   ZFCمات نظرʈة اݝݨموعات  مسل

 
ّ
  :ɠالآȖي 𝔏ଵSet  وʉعف عٔڈا بواسطة . إذا ɠان ݝݨموعت؈ن نفس العناصر، فإٰڈما مȘساوʈتان. داتدممة الا مسل

(∀𝑋)(∀𝑌)൫(∀𝑥)(𝑥 ∈ 𝑋 ⇔ 𝑥 ∈ 𝑌) ⇒ 𝑋 = 𝑌൯. 
الۘܣ ʇشيع استخدامɺا ضمنيً  الرʈاضيات، طرق ت  موضعا ࢭɠ ʏل  تتجاɸل ɸذه المسلمة،   𝑋اݝݨموعت؈ن    ɢوʈنمن 

العناصر. وتصبح مفɸنة إذا ɠانت  𝑌وَ  التحقق من    بȎساطة  يمكننا  إذمنْڈيت؈ن،    𝑌وَ   𝑋، وتركز فقط عڴʄ محتوٱڈما من 

ࢭɸ ʏذه    الامتدادتص؈ف مسلمة    ،ا إڲʄ خفتنا اݍݰدسية التجرȎʈية حول اݝݨموعات المنْڈية. وࢭʏ حقيقة الأمرܵݰْڈا اسȘنادً 

لا نملك ࢭʏ    حيثغ؈ف منْڈية،  𝑌وَ  𝑋ا إذا ɠانت إحدى اݝݨموعت؈ن  اݍݰالة منتمية إڲʄ الفكر الانْڈاǿي. لكن يختلف اݍݰال ɠليً 

لسȎب Ȋسيط ɸو أنه لا يوجد ࢭʏ الɢون الذي ɲعʋش فيه أي    ،ɸذه اݍݰالة أية خفة حدسية حول اݝݨموعات غ؈ف المنْڈية 

  ؤدي ا عڴʄ علماء الرʈاضيات، إذ "قد تحقيقيً ا ا للمجموعة غ؈ف المنْڈية. وɸذا يطرح تحديً ا ماديً ءۜܣء يمكن أن يɢون تجسيدً 

ا إڲʄ مفɸنة عدم الاكتمال  ا، اسȘنادً لا يمكننا أبدً   ، تناقض ࢭʏ الرʈاضيات". ولسوء اݍݰظ  إڲʄ  ، اݍݰالةࢭɸ ʏذه    ، مسلمة الامتداد

 .𝔏ଵSet ، دحض ɸذا الطرح الɢارȜي بواسطة وسائل اللغةdel)ö(G غودلالثانية ل

  الامتداد إن ܵݰة الاتجاه العكؠۜܣ لمسلمة 

𝑋 = 𝑌 ⇒ (∀𝑥)(𝑥 ∈ 𝑋 ⇔ 𝑥 ∈ 𝑌) 
 

ً
م Ȋعض المؤلف؈ن  قدّ ". وعڴɸ ʄذا الأساس يُ الشʋئان المȘساوʈان يتمتعان بذات اݍݵصائص من خواص المساواة " تɴبع ɠاملا

  كما يڴʏ: د متدامسلمة الا 

(∀𝑋)(∀𝑌)൫(∀𝑥)(𝑥 ∈ 𝑋 ⇔ 𝑥 ∈ 𝑌) ⇔ 𝑋 = 𝑌൯. 
 
ّ
 مسل

ّ
أو مسل الفصل  اݍݨزئيةمات  اݝݨموعات  مجموعة    .مات  أجل ɠل  صيغة  𝑋من  For(𝔏ଵSet)  وɠل  ∋ 𝑃  توجد  ،

𝑥)(𝑥∀)  بحيث 𝑌  مجموعة  ∈ 𝑌 ⇔ 𝑥 ∈ 𝑋 ∧ 𝑃[𝑥]) ُʉو . 
ّ
   ɠالآȖي 𝔏ଵSetمة بواسطة  عف عن ɸذه المسل

(∀𝑋)(∃𝑌)(∀𝑥)(𝑥 ∈ 𝑌 ⇔ 𝑥 ∈ 𝑋 ∧ 𝑃[𝑥]). 
 تتمتع بذات اݍݵاصية. وȋالتاڲ𝑍  ʏوحيدة. لأجل ذلك، نفرض وجود مجموعة ثانية   𝑌لنتحقق من أن اݝݨموعة  

𝑥 ∈ 𝑌 ⇔ 𝑥 ∈ 𝑋 ∧ 𝑃[𝑥], 𝑥 ∈ 𝑍 ⇔ 𝑥 ∈ 𝑋 ∧ 𝑃[𝑥]. 
  أنه لدينا الصيغة  ، من المقال باݍݨزء الثاɲي ،2المفɸنة ࢭMP 15  ʏوالقاعدة  19الآن تخفنا قاعدة السلسلة 

𝑥 ∈ 𝑌 ⇔ 𝑥 ∈ 𝑍 
 Ȗستɴبط مٔڈا الصيغة والۘܣ 

(∀𝑥)(𝑥 ∈ 𝑌 ⇔ 𝑥 ∈ 𝑍). 
𝑌د، بأن  اد تما إڲʄ مسلمة الا وعليه ɲستɴتج، اسȘنادً  = 𝑍  شار إليه بالرمزʇ ،ذه إدخال حد جديدɸ كذا يمكننا واݍݰالةɸو .

{𝑥: 𝑥 ∈ 𝑋 ∧ 𝑃[𝑥]}  حدود اللغة ʄإڲ ،𝔏ଵSet  ʏكما يڴ  

𝑌 = {𝑥: 𝑥 ∈ 𝑋 ∧ 𝑃[𝑥]} ⇔ (∀𝑥)(𝑥 ∈ 𝑌 ⇔ 𝑥 ∈ 𝑋 ∧ 𝑃[𝑥]). 
:𝑥} بوضع 𝑥 ∈ 𝑋 ∧ 𝑃[𝑥]}   ان المتغ؈فɢم ʏࢭ𝑌 ʄنحصل عڴ  

{𝑥: 𝑥 ∈ 𝑋 ∧ 𝑃[𝑥]} = {𝑥: 𝑥 ∈ 𝑋 ∧ 𝑃[𝑥]} 
⇔ (∀𝑥)(𝑥 ∈ {𝑥: 𝑥 ∈ 𝑋 ∧ 𝑃[𝑥]} ⇔ 𝑥 ∈ 𝑋 ∧ 𝑃[𝑥]). 
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  أنه لدينا من المقال،  باݍݨزء الثاɲي ،MPوالقاعدة  ت)ا إڲʄ المسلمة المنطقية الآن ɲستɴتج، اسȘنادً 

(∀𝑥)(𝑥 ∈ {𝑥: 𝑥 ∈ 𝑋 ∧ 𝑃[𝑥]} ⇔ 𝑥 ∈ 𝑋 ∧ 𝑃[𝑥]). 
:𝑥}وɸكذا فاݍݰد   𝑥 ∈ 𝑋 ∧ 𝑃[𝑥]}   و مجموعةɸ ʄالعناصر المنتمية إڲ𝑋 واݝݰققة لݏݵاصية  𝑃. 

 
ّ
𝑥)(𝑥∀)  بحيث  𝑋توجد مجموعة    .مة اݝݨموعة اݍݵاليةمسل ∉ 𝑋) ُʉعّ . و 

ّ
كما    𝔏ଵSet  مة بواسطة اللغةف عن ɸذه المسل

ʏيڴ (∃𝑋)(∀𝑥)(𝑥 ∉ 𝑋). 

 
ّ
إڲʄ حدود   ∅ا  ا جديدً دخل حدً وحيدة. وعڴɸ ʄذا الأساس نُ   𝑋مات الفصل بأن اݝݨموعة  يفɸن كما ࢭʏ حالة مسل

  التɢافؤ التاڲ𝔏ଵSet ʏاللغة بواسطة  

𝑋 = ∅ ⇔ (∀𝑥)(𝑥 ∉ 𝑋). 
  نحصل عڴ𝑋 ʄࢭʏ مɢان المتغ؈ف   ∅بوضع 

∅ = ∅ ⇔ (∀𝑥)(𝑥 ∉ ∅). 
  يأȖي من المقال،  باݍݨزء الثاɲي ،MPوالقاعدة  ت)ا إڲʄ المسلمة المنطقية ومنه، اسȘنادً 

(∀𝑥)(𝑥 ∉ ∅). 
 ɸو اݝݨموعة الوحيدة الۘܣ لا تحتوي عڴʄ أي عنصر، ولذلك ʇسܣ باݝݨموعة اݍݵالية. ∅وɸكذا فاݍݰد  

 
ّ
  بحيث   𝑍  توجد مجموعة 𝑋  من أجل ɠل مجموعة .مة مجموعة القوةمسل

(∀𝑌)(𝑌 ⊆ 𝑋 ⇒ 𝑌 ∈ 𝑍). 
 ُʉو 

ّ
𝑌)(𝑌∀)(𝑍∃)(𝑋∀)  كما يڴ𝔏ଵSet ʏ مة بواسطة اللغةعف عن ɸذه المسل ⊆ 𝑋 ⇒ 𝑌 ∈ 𝑍). 

 مجموعة معطاة. حسب مس 𝑋لتكن  
ّ
  بحيث  𝑍مة مجموعة القوة توجد مجموعة  ل

(∀𝑌)(𝑌 ⊆ 𝑋 ⇒ 𝑌 ∈ 𝑍). 
ℙ(𝑋)تخفنا الآن مسلمات الفصل أنه توجد مجموعة وحيدة   = {𝑌: 𝑌 ∈ 𝑍 ∧ 𝑌 ⊆ 𝑋}  بحيث 

(∀𝑌)(𝑌 ∈ ℙ(𝑋) ⇔ 𝑌 ∈ 𝑍 ∧ 𝑌 ⊆ 𝑋). 
𝑌من ناحية أخرى، بما أن   ⊆ 𝑋 ⇒ 𝑌 ∈ 𝑍فإن ،  𝑌 ∈ 𝑍 ∧ 𝑌 ⊆ 𝑋 ⇔ 𝑌 ⊆ 𝑋يȖوعليه يأ .  

ℙ(𝑋) = {𝑌: 𝑌 ⊆ 𝑋} (∀𝑌)(𝑌 ∈ ℙ(𝑋) ⇔ 𝑌 ⊆ 𝑋) 
، وʉشار إلٕڈا  𝑋بمجموعة ɠل اݝݨموعات اݍݨزئية ࢭℙ(𝑋)    ʏدڤʄ  تُ   .𝑋لا تتعلق إلا باݝݨموعة    ℙ(𝑋)من ɸنا يتܸݳ بأن  

 .2  أحيانا بالرمز 

  ݝݨموعات غ؈ف خالية، توجد دالة  ℱ  من أجل ɠل عائلة غ؈ف خالية . 𝐀𝐂مسلمة الاختيار  

𝑓: ℱ → ራ 𝑋
∈ℱ

 

𝑋∀)  بحيث ∈ ℱ)(𝑓(𝑋) ∈ 𝑋) .ʄتدڤ 𝑓   .دالة اختيار  

 
ُ
Ȗالاختيار  دّ ع    (AC)  مسلمة 

ّ
المسل الرʈاضيات  أɸم  من  المɺم  اݍݨزء  أن  إذ  الرʈاضيات؛   ʏࢭ الإطلاق   ʄعڴ مات 

 الكلاسيكية، والذي يُ 
ّ
"إٰڈا حقيقة غرʈبة أن تɢون    :ل أك؆ف من خمس؈ن بالمائة مٔڈا، لا يقوم إلا علٕڈا. وقد قال عٔڈا ɸيلفتمث

 
ّ
المسل  جميع 

ّ
مسل قابلة للاستɴباط من  باللاٰڈاية  المتعلقة   مات 

ّ
مسل  ʏوۂ  مة واحدة، 

ّ
المسل الاختيار،  ࢭʏ  مة  تحديًا  الأك؆ف  مة 

   :)Sierpiński(  س؈فبيɴسɢي  قالكما  ة".  اتيالأدبيات الرʈاضي
ُ
Ȗ الۘܣ ʏلة الكفى والقديمة المتعلقة بالوجود ۂɢإن المش" 

ّ
ɢل  ش

 
ّ
  مة الاختيار".  أساس اݍݨدل الدائر حول مسل

ن، الذين يرفضون جملة  ؈نائي وتɴبع مشɢلة اݍݨدل المشار إليه ɸنا من القناعات الفلسفية لعلماء الرʈاضيات البِ 

 
ً

 وتفصيلا
ّ
بۚܣ مسل

َ
ة الصورʈة الۘܣ يمكن  اتي"النظرʈة الرʈاضي   :)Goodstein(  غودشتاينقال    ،مة الاختيار. وࢭɸ ʏذا الصدد ت

، ۂʏ النظرʈة الۘܣ يفشل فٕڈا المكمم الوجودي  𝑥من دون إعطاء طرʈقة صرʈحة لإɲشاء    𝑃(𝑥∃)فٕڈا إثبات صيغة من النوع  

  راءࢭʏ تحقيق وظيفته المقصودة". وللاطلاع عڴʄ مزʈد من الآ  ∃
ّ
 . 4مة الاختيار، يمكن العودة إڲʄ المرجع حول مسل

 
ّ
  ؛ نذكر من بئڈا الثلاثة التالية:(AC) الاختيار مةتوجد عدة نصوص لمسل
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൫𝑋ఊ൯  أجل ɠل عائلة غ؈ف خالية من   ⋅
〰∈

∏  ݝݨموعات غ؈ف خالية، اݍݨداء الديɢارȖي  𝑋ఊఊ∈  .غ؈ف خال 

dom(𝑓)  بحيث 𝑓  ، توجد دالةℛ  من أجل ɠل علاقة ثنائية ⋅ = dom(ℛ)  َو𝑓 ⊆ ℛ. 

𝐶⋂𝑋  بحيث  𝐶  ومنفصلة مثۚܢ مثۚܢ، توجد مجموعة  ݝݨموعات غ؈ف خالية  ℱ  أجل ɠل عائلة غ؈ف خاليةمن    ⋅ = {𝑎} 

ℱ  مɺما تكن ∋ 𝑋.   
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