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  تمɺيد .1

 
ّ
المساɸمة إڲʄ عرض تطبيق لمسل ࢭʏ  ٮڈدف ɸذه  الۘܣ وردت    الدافع ɸو أن . و تارʈخ ميɢانيɢا الكم قال  الممات الكم 

مسألة "حركة   نا يحتاج لتطبيقات تكشفه. لɺذا السȎب اخ؅ف ومن ثمّ فɺو النظري مجرد لا تنجڴʏ حقيقته مباشرة،  اݍݨانب 

 
ّ
ࢭʏ علبة" لدراسْڈا من خلال مسل (مبادجسم  الكم  الدراسة    ئ مات  لنا ɸذه  الكم). سȘب؈ن  حقيقة  بوجه خاص  ميɢانيɢا 

 زيْ اݍݨُ 
ّ
  مات الكم. ء والذرة والنواة وحقائق لا يمكن الوصول إلٕڈا إلا من خلال مسل

ɲ ،المسألة ʏسردقبل الشروع ࢭ  
ّ
  . الثلاث الۘܣ تحدد معۚܢ الدالة  )Born( بورنمات الكم الأرȌع ومسلمات مسل

 
ّ
  : مة الأوڲʄ المسل

ɠل ɠائن ف؈قياǿي  , ,A r p t
 

  يحقق معادلة القيم الذاتية/اݍݵاصة:  يوافقه مؤثر ࢭʏ فضاء ɸل؄فȖي  

)1 (                                                                                      a     

   :ɸو المؤثر الذي يوافق الɢائن الف؈قياǿي؛ حلɺا ɸو من الشɢل  حيث

 a 1a  ،2a ،... ،a س׿ܢ القيم الذاتية المتاحة للمؤثرȖ أعداد ʏۂ ... ، .ل طيفهɢشȖو ،  

  1  ،2 ،..،س׿ܢ الدوال الذاتية للمؤثرȖ دوال ʏۂ ... ، .ثق عليهȎل الأساس المنɢشȖو ،  

  

  

  

  

  يفضل البعض عرض حل معادلة القيم الذاتية 

  . 1 الشɢل عڴʄ الصورة اݍݨانȎية،  

  

  
  . : يب؈ن اݍݰالات المتاحة لݏݨملة1الشɢل 

 
ّ
إذا قمت بقياس للɢائن الف؈قياǿي  :مة الثانيةالمسل , ,A r p t

 
القيم الذاتية   ىحدإ، سȘشاɸد  ما  ݍݨملة   a  1a  ،2a

،... ،a  للمؤثر ... ، .فحسب   

 
ّ
باحتمال   ،Ȗشغل اݍݨملة جميع اݍݰالات المتاحة لɺا ࢭʏ وقت واحد   : مة الثالثةالمسل  2

1c t
  

لݏݰالة الأساسية، و   2

2c t 

ولݏݰالة الثانية،   2

3c t لݏݰالة الثالثة ...، و  2
c t  لݏݰالةحيث ،...  

)2(                                                                                         2
1c t



  

  ۂt ʏوحيث الدالة الۘܣ تصف حالة اݍݨملة ࢭʏ الݏݰظة  

)3(                                                                                
1

,r t c t r 


 


 
  

 

 
 

 
 

 

 اݍݰالة الأساسية

ʄاݍݰالة المثارة الأوڲ 

 اݍݰالة المثارة الثانية
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  عڴʄ أن  

)4(                                                                                 23 , 1d r r t 


  

  وɸو أحد مسلمات بورن. 

ل ɠلُّ عمود مٔڈا نتائج القياس المرتبطة  يُ ݍݰصلنا عڴʄ جدول يتɢون من أعمدة،    ،ارً قياس الɢائن مرا  ا: لو كررنملاحظة
ّ
مث

  .بɢل قيمةٍ ذاتية
ً
بɢونه القيمة المتوسطة /المتوقعة لنتائج ɠل  مقدار ɸذا الɢائن ف عرّ ا؟ ʇُ فما ɸو مقدار الɢائن الف؈قياǿي إذ

 أي عمود، 
ُ
Ȗل قيمة ذاتية، وɢف بالعلاقةعرّ القيمة المتوسطة ل  

)5(                                                                       3 *A d r


               

  محقق.  )4( الشرطعڴʄ أن 

اȊعة معادلة اݍݰركة ݍݨملة مؤثر طاقْڈا :  المسلمة الر , ,H r p t
 

 )Schrödinger( دنجرو شر ۂʏ معادلة 

)6(                                                                      i H
t

 



   

  الۘܣ تصف حالة اݍݨملة. ɸذه معادلة تحققɺا الدالة 

 
ّ
 (Born)مات بورن مسل

 
ّ
ɠ :افة المعلومات عن اݍݨملة الۘܣ مؤثر طاقْڈا مة الأوڲʄ المسل , ,H r p t

 
منطوʈة ࢭʏ الدالة  ,r t 

.  

 
ّ
r: كثافة احتمال العثور عڴʄ اݍݨملة عند مة الثانيةالمسل


  ɸو  tࢭʏ الݏݰظة   

)7(                                                                2 *, ,p r t r t   
 

  
  ؟ أين اݍݨملة الآن :ࢭʏ ݍݰظة بالدالة؛ فأجب عن السؤالوانظر كيف رȋط بورن تواجد اݍݨملة ࢭʏ مɢان 

 
ّ
3dاحتمال العثور عڴʄ اݍݨملة ࢭʏ  : لثةمة الثاالمسل r عندr


rحول    


  ɸو tࢭʏ الݏݰظة    

)8(                                              23 3 3 *, ,d r p r t d r r t d r   
 

  
  والإحصاء يقغۜܣ بالعلاقة

)9(                                     23 3 3 *, , 1d rp r t d r r t d r      
 

  
 
ُ
Ȗ ،ل الفضاءɠ ʏامل يجري ࢭɢالفضاء. ) 9(ع؄ف العلاقة الت ʏان ما ࢭɢم ʏون ࢭɢأن اݍݨملة لابد من أن ت ʄعڴ  

  

  الشروع ࡩʏ حل المسألة .2

 
ّ
a،bعلبة متوازʈة المستطيلات أضلاعɺا   2الشɢل  ن ب؈ّ يُ   :.مات الكم عڴʄ مسألة حركة جسم ࡩʏ علبةتطبيق مسل

،c   رابطة ʏنواة وحركة إلك؅فون ࢭ ʏليون ࢭɢذرة ون ʏشبه حركة إلك؅فون ࢭȖ علبة ʏتحتوي اݍݨسم. مسألة حركة جسم ࢭ ʏوۂ

ݳة تلك اݍݨمل. يبɴينلفت الانȘباه إڲʄ أنه سيɢون لنتائجɺا دور مɺم ࢭʏ فɺم    ɺذا ل و   غ؈فɸا.كيميائية و  ّܷ معۚܢ حصر    2الشɢل    و

 
ُ
Ȗ العلبة، حيث ʏاݍݨسم ࢭ 

ّ
ɢال اݍݨدران قوة رادّ شɸستطيع تجاوزʇ ائلة لاɸ ح؈نة ʏون    ، ࢭɢطاقة كمون اݍݨسم ب؈ن اݍݨدران  ت

  ȋناءً و ن اݍݨسم ب؈ن اݍݨدران طليق. إ معدومة. لذلك نقول 
ّ
الدالة الۘܣ تصف حركة جسم تحقق   ، فإنمة الراȊعةعڴʄ المسل

  :رجدنو معادلة شر 

)10(                                                                     i H
t   




  
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  يب؈ن طاقة كمون جسم محصور ࢭʏ علبة.  :3 الشɢل   .يب؈ن حركة جسم ࢭʏ علبة :2الشɢل 

حيث , ,H H r p t
 

ɸو مؤثر طاقة اݍݨسم ࢭʏ العلبة، ࢭɸ ʏذه المسألة مستقل عن الزمن. عندئذ يمكننا فصل متغ؈ف    

  ، فنعرضɺا عڴʄ الصورة الزمن عن متغ؈ف الموضع ࢭʏ الدالة

)11 (       ,r t r f t   
 

  

  دنجر، يجعلɺا تأخذ الصورة و شر  لةإدخال ذلك ࢭʏ معاد 

)12(                                                                          
df

i f H
dt


     

  ʄوقسمْڈا عڴf    تج العلاقةɴي  

)13(                                                                        
1 1df

i H
f dt




 




  

يلاحظ أن الطرف الأʇسر دالة متعلقة بالزمن فحسب، والطرف الأيمن دالة متعلقة بالموضع فحسب، مɺما ɠان الزمن  

الثابت  نفس  الطرفان ʇساوʈان  إذا ɠان  اݍݨسم. ɸذا لا يܶݳ إلا  أن نكتب  Eوموضع  ، لأن وحدته طاقة. من ثم يܶݳ 

  عڴʄ الصورة  )13(العلاقة 

)14(                                                  
1 1df

i H E
f dt


 

 




       

  من ثم المعادلتان 

)15 (                                                                       
df

i E f
dt


   

)16(                                                                        H E     

ما نصّ  إلا   ʏما ۂ الثانية   المعادلة 
ّ
المسل الأوڲت علية  أما  ʄمة  للتو.  القيم اݍݵاصة لمؤثر طاقة اݍݨملة. سɴناقشɺا  ، معادلة 

  الأوڲʄ فحلɺا ɸو  ةالمعادل

)17 (     /0 iE tf t f e 
 

      

  والدالة الۘܣ تصف حركة جسم ࢭʏ علبة تص؈ف 

)18 (                                                                        /, iE tr t r e 
     

  

Ȗعلق  عن عدم  نتجت  للدالة  الصورة  ɸذه  بأن  الدالة    Hنذكر  لذلك  طاقْڈا   )18(بالزمن.  مؤثر   Hتصف حالة جملة 

  مستقل عن الزمن مɺما ɠان شɢله. 
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rࢭʏ سياق بورن؟ إذ قال "إن احتمال وجود اݍݨسم عند   )18(ما ۂʏ صفة الدالة  


  ʏ3ࢭd r   حولr


  tࢭʏ الݏݰظة    

  ɸو

)19 (                        2 23 3 3 3 3, , * , ,d r p r t d r r t d r r t r t d r r d r p r           
     

    

نȘيجة  لا  ، ان أو بالأمس أو غدً راقبنا اݍݨسم الآ   ا أن احتمال الوجود مستقل عن الزمن. ʇعۚܣ سواءً تب؈ن ɸذه القاعدة جليً 

وتصفه  Eسنجده يتحرك بالطاقة   :واحدة r


  . ، "دالة تصف اݍݰالات المستقرة")18(يت الدالة  مّ . لɺذا السȎب سُ 

باݍݰالات المستقرة. إن الدالة الۘܣ تصف حالة إلك؅فون ࢭʏ ذرة   )18(سبغ الدالة الۘܣ صورٮڈا المبʋنة ࢭʏ العلاقة أانظر كيف  

  . Eلɺا نفس السبغة، إذ بيɴت التجارب أن له طاقات محددة 

  

   H  ،البحث عن الدالة اݍݵاصة للمؤثر  .3

طليقً  العلبة   ʏࢭ اݍݨسم  (اʇُعت؄ف  ɠان،    يًاخال،  تأث؈ف  أي  0PEمن   ًتأث؈ف وʈتلقى  ف؈فده  )،  اݍݨدار  يصل  عندما  ( ا 

PE   ُعند اݍݨدران). لذلك ن  ʏالعلبة بالتخطيط ࢭ ʏل  مثل طاقة كمون اݍݨسم اݝݰصور ࢭɢوعليه مؤثر طاقته  3الش .

  ɸو طاقة حركته فقط ما دام ࢭʏ العلبة

)20(                      
22 22 2

, ,
2 2 2 2 2

yx z
P x y z

pp pp p
H H r p t E H H H

m m m m m
         

 
  

xpحيث i
t


 


و ...،

2 2 2

22 2
x

x

p d
H

m m dx
  


  ، يفغۜܣ للنȘيجة )16(وɸكذا دواليك. واعتباره ࢭʏ العلاقة  .

)21 (                                                                x y zH H H E       

  ما دام مؤثر الطاقة عڴʄ صورة مجموع فنلتمس الدالة عڴʄ شɢل مضروب (وۂʏ قاعدة)، عڴʄ الصورة  

)22(                                                        , , x y zr x y z x y z         


   

  ، يفغۜܣ للنȘيجة )22(إدخال ذلك ࢭʏ العلاقة 

)23(                                 y z x x x z y y x y z z x y zH H H E                                            

  يفغۜܣ للعلاقة التالية  )22(عڴʄ الدالة  )23(وقسمة العلاقة 

)24(                                                              y yx x z z

x y z

HH H
E 


  

 
  

    

  وعرضɺا عڴʄ الصورة  )24(يمكن ترتʋب العلاقة 

                                                                           y yx x z z

x y z

HH H
E  


  

 
  

           

بـ  الطرف الأيمن يتعلق ,y z  سر يتعلق ب ـʇوالطرف الأx،    انتɠ ماɺان مʈساوȘما مɸو , ,x y z.   ان  وɠ ى إلا إذاȖذا لا يتأɸ

  من ثم  .xEا، وليكن الطرفان ʇساوʈان ثابتً 

)25(                                 x x
x

x

H
E







  ،     نفس المنطق نجدȋوy y
y

y

H
E







     وz z
z

z

H
E







  

xحيث    y zE E E E      غدو العلاقات )25(. العلاقاتȖ  

)26(                                         x x x xH E          ،y y y yH E           ،z z z zH E     

حل المعادلة وفق . فٔڈتم بعڴʄ ثلاثة أȊعاد. نكتفي بحل واحدة مٔڈا لȘشا٭ڈɺا  )16(ما ۂʏ إلا تحليل المعادلة    )26(العلاقات  

x     الصورة ʄونكتّڈا عڴ ،  
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)27(                                                                              
22

22
x

x x

d
E

m dx


 
  


  

  ثم ٮڈيئْڈا لݏݰل ʇستدڤʏ وضعɺا عڴʄ الصورة 

)28(                                                                                    
2

2
2

0x
x x

d
k

dx


 
       

ɸو   xوفق   الموجحيث العدد 
2

2 x
x

mE
k 
 


.  

  

  

  . : يب؈ن رابطة كيميائية5الشɢل   x: يب؈ن الشروط اݍݰدودية وفق اݝݰور 4الشɢل 

عڴʄ سȎيل المثال حركة إلك؅فون ب؈ن    ؛إن حركة جسم ࢭʏ علبة وفق محور ʇشبه حرك إلك؅فون ࢭʏ رابطة كيميائية

الكرȋون  يب؈ن   ذرȖي  الرابطة، كما  بـ  5 الشɢلأحادي  أثقل من الإلك؅فون  الكرȋون  للعلم ذرة  مرة. لذلك عندما    22022. 

ا ف؈فدɸا بنفس طاقة اݍݰركة الۘܣ وردت  يɢون حاله كحال كرة وصلت جدارً   الذرت؈نيتحرك الإلك؅فون ࢭʏ الرابطة وʈصل أحد  

حد  أالذرت؈ن كما يتحرك جسم ࢭʏ علبة عڴʄ    ا ب؈نا وجائيً غاديً عڴʄ مثل ذلك يرتد الإلك؅فون. فيظل الإلك؅فون    ، لثقله٭ڈا

10اݝݰاور. نذكر بأن Ȋعد ذرت؈ن ࢭʏ بلورة الكرȋون ɸو  10 1.5  ،علبة رابطة كيميائية ʏم. انظر كيف فسرت حركة جسم ࢭ

 وعلم الروابط ࢭʏ الكيمياء والف؈قياء واسع لا حصر له.

  ɸو )28(اݍݰل العام للمعادلة التفاضلية  

)29(                                                             sin cosx x xx A k x A k x      

 ʄنة عڴʋل والشروط اݍݰدودية مبɢ4الش  ʏوۂ ،   0 0x x a    ا  ان  ، لأɺون خارجɢالعلبة ولا ي ʏݍݨسم محصور ࢭ

    كر، من ثمكما أسلفنا الذِ  اأبدً 

)30(                                                     
 
 
0 sin 0 cos 0 0

sin cos 0

x x x

x x x

A k B k

a A k a B k a

  

  





  

  
  

0B؛ Bالمعامل  يلزم إعدامأنه  )30(تفيد المعادلة الأوڲʄ من العلاقة    وتفيد المعادلة الثانية بأن يتحقق الشرط  

)31(                                                  x xk a n      0،    حيث xn ،1  ،2...،  

 ʏمن ثم الأعداد الموجية المتاحة لݏݰركة قيد الدرس ۂ  

)32(                                                                                           x xk n
a


  

  ۂxH ʏوعليه القيم اݍݵاصة المتاحة لـ

)33(                                                                     
2 2 2 2

22 2x

x x
n

k n
E

m ma



 
 

   

الموافقة للقيم اݍݵاصة xHل ـوالدوال اݍݵاصة 
xn

E ʏۂ 
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)34(                                                     sin sin
x

x
x n x

n
x x A k x A x

a

       

xوالدفع اݍݵطي  xkالموج لاحظ أن العدد  xp k   2وطاقة اݍݨسم / 2
xx n xE E p m   2وطول الموجة /x xk   

  ɠلɺا صارت مكممة، وتبدو عڴʄ الصورة:

)35(                                                                  
2

: 0, , , ..., ,...x
x

n
k

a a a

 
  

)36(                                                               
2

: , 2 , , , ...x
x

a
a a

n
   

)37(                                                       
2 3

: 0, , , ,..., ,...x
x

n
p

a a a a

     
  

)38(                                        
2 2 22 2 2 2 2 2

2 2 2 2

4 9
: 0, , , , ..., ,...

2 2 2 2x

x
n

n
E

ma ma ma ma

     
  

)39(                                      
2 3

: 0,sin ,sin ,sin ,..., sin ,...
x

x
n

n xx x x

a a a a

    

الدوال اݍݵاصة   6  الشɢليُظɺر  
xn

    لـxH   الموافقة لقيمه اݍݵاصة
xn

E 
ً

أو...).    xkأو   xp خاصة ل ـ(ولʋست دوالا

 
ّ
   ʄ،مة الأوڲʄ حرفيا؟ بڴألʋس ذلك ما نصت عليه المسل

ُ
Ȗ ّعد   

ّ
النȘيجة شاɸدة عڴʄ ܵݰة المسل الأوڲʄ ومɴܦݨمة مع  مɸذه  ة 

 
ّ
  مة الراȊعة.المسل

  

  

  

  ، وقيمه اݍݵاصة xH: يب؈ن طيف 6الشɢل 

(   نȘيجة: الف؈قيائية  الكميات  الۘܣ كممت  ࢭE،p،L  ʏالعملية  ...) ۂʏ عملية حصر اݍݨسم من اݍݨɺت؈ن، كما ɸو اݍݰال 

 . ɸذا دأب ɠل المسائل.)30(العلاقة 

 
افقة لـ   .4 0xnنفي اݍݰل المو   

لݏݰالة     الموافقت؈ن  الدفع اݍݵطي لݏݨسم وطاقته  0xnإن     ماɸ0xp    0و 0E ة نظرɺوم   . من وجɺالمف

 (  ن حالة اݍݨسم ۂʏ السɢون، لا حركة له. ومن وجɺة نظر المفɺوم الك׿ܣ إالتقليدي يقول  
ّ
ن الدالة الۘܣ  إيقول    )ماتالمسل

  . تصف حركة اݍݨسم معدومة

)40(                                                                          0 /
0 0 0, 0iE tx t x e x      

  ɸو tࢭʏ الݏݰظة   xحول   dxࢭx  ʏوحسب بورن احتمال وجود اݍݨسم عند 

)41(                                                            2 2

0 0 0, , 0dx p x t dx x t dx x      
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اݝݰور   قراءٮڈا:  ʄعڴ اݍݨسم  وجود   ʏࢭ أمل  بالطاقة  xلا  اݍݨسم  لوجود  واܷݳ  نفي  ɸذا  0البتة.  0E   اݍݰالة وعليه   .

0xn    ًون التقليدية. يمكننا اختبار ذلك من خلال منفية كميɢوم الك׿ܣ نفى حالة السɺا. واܷݳ أن المفɺا، لا وجود ل

0xnالتحديد. فɴسألɺا عن وجود اݍݰالة   علاقة عدم   اɺعلبة عرض ʏݍݨسم ࢭa أن تتحقق العلاقة :اݍݨواب  ؟ ʏبڧɴي  

                                                                                                          
2xx p  


       

xحيث   a   اݝݨال ʏائن ࢭɠ لأن اݍݨسم 0,a وx
x

n
p

a


 


  من ثم  .

)42(                                           
2

xna
a

   
 

 
، ʇعۚܣ  

1

2xn   ،
1

0
2xn 

 عۚܣ لاʇ ،  ُ0من   دّ بxn .  

اݍݰالة    ɸا التحديد نفت وجود  0xnۂʏ علاقة عدم      .علبة ʏࢭ التقليدي) ݍݨسم  المنظور   ʏࢭ السɢون  اݍݨانب  ف(حالة 

    التقليد.  عنالكم مɴܦݨم وʈختلف ࢭʏ نظري ال

  

نظم الدالة  .5 
xn
x

    

إن سياق بورن يقغۜܣ بأن تحقق الدوال الۘܣ تصف أحوال اݍݨسم   ,
xn
x t العلاقة  

)43(                                                                               
2

, 1
xn

dx x t    

  من ثم 

                                                                
2 2 2

0 0

1
x

a a
x

n

n x
dx x A dx sin

a

    
    

22sinوالتحول إڲʄ ضعف الزاوʈة   1 cos 2u u   العلاقة ʄيؤدي إڲ ،  

                                                    
2 22

0 0

21 1
2 1 cos 1

2 2

a a
x xn x n x

A dx sin A dx
a a

         
      

ɸ0xو اݍݨيب، وɸو معدوم عند   التمام تɢامل دالة جيب      وعندx a من ثم  

)44(                                                                      
21

1
2
A a            ،

2
A

a
  

المنظمة الموافقة ل ـ xHمن ثم الدالة اݍݵاصة لـ
xn

E ʏۂ  

)45(                                                                          2
sin

x

x
n

n x
x

a a


   

  

Ȗ  xH  ،عامد الأساس المنȎثق عن .6 
xn

  

 
ّ
الدوال زعمت المسل مة الأوڲʄ بأن مجموعة  

xn
   ًل أساسɢشȖسة وɲل؄فتا تامً متعامدة ومتجاɸ فضاء ʏا ࢭ .

  ʇعطى بالعلاقة              )45(لنخت؄ف ܵݰة ذلك. فتعرʈف اݍݨداء السل׿ܣ ࢭʏ فضاء ɸل؄فت للدوال 

)46(                                                                       *,
x x x xn n n ndx       

  من ثم 

                                                       *

0

2
, sin sin

x x x x

a
x x

n n n n

n x n x
dx dx

a a a

     


    

استخدام العلاقة المثلثية     2sin sin cos cosu v u v u v   العلاقة ʄيفغۜܣ إڲ ،  
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                                      *

0

1
, cos cos

x x x x

a

n n n n x x x x

x x
dx dx n n n n

a a a
      

           

 و୒جراء التɢامل يقود للعلاقة

   
 
 

 
 

 
 

 
 

*

0

0

sin sin sin sin1
x x

a

a x x x x x x x x

n n

x x x xx x x x

x x
n n n n n n n n

a adx x x
a n n n nn n n n

a a

 
 

 
   



        
    

      
 

  

xواܷݳ أنه إذا ɠان   xn n  فإن ، sin 0x xn n   ع؈نȊاݍݨداء السل׿ܣ للتا ʏالتاڲȋو ،
xn

و
xn

   ʄذا سڥ୒معدوم. و

x xn n    فإن sin 0x xn n    و   sin x x x xn n n n    ساوي واحدʇ ما السل׿ܣɸمن ثم فإن جداء . .  

)47(                                                       *

0

0 ,

1 ,x x

a
x x

n n
x x

for n n
dx x x

for n n
  


  

  

  بلفظ أخرى  

                                                                                *
,x x x xn n n ndx x x     

 
ّ
المسل الأساس صدقت   ،ʄالأوڲ مة  

xn
   الأساس؈ن ب؈ن  الȘشابه  وجه  لاحظ  ومتجاɲس.  متعامد  الطاقة  مؤثر  المنȎثق عن 

   , ,x y ze e e e
   

و 
xn

  

)48(                                                          ,e e    
 

,،    حيث     , ,x y z      

  

  الدوال الۘܣ تصف حركة اݍݨسم ࡩʏ العلبة  .7

ࢭʏ اݝݨال  mفالدوال المنظمة الۘܣ تصف حركة جسم كتلته  0,a وفقx ʏۂ  

)49(                                                              /2
, sin nx

x

iE tx
n

n x
x t e

a a


    

                             الموافقة للقيم اݍݵاصة                 
2 2 2 2

2
22 2x

x
n x

k
E n

m ma


 
 

    

ࢭʏ اݝݨال  mبالمثل الدوال المنظمة الۘܣ تصف حركة جسم كتلته  0,b وفقy  ʏۂ  

)50(                                                            /2
, sin ny

y

iE ty
n

n y
y t e

b b








  

                               الموافقة للقيم اݍݵاصة                 
2 2 2 2

2
22 2y

y
n y

k
E n

m mb


 
 

  

ࢭʏ اݝݨال  mبالمثل الدوال المنظمة الۘܣ تصف حركة جسم كتلته  0,c وفقz  ʏۂ  

)51(                                                                /2
, sin nz

z

iE tz
n

n z
z t e

c c

    

                                               الموافقة للقيم اݍݵاصة
2 2 2 2

2
22 2z

z
n z

k
E n

m mc


 
 

   

 ʏالعلبة ۂ ʏمن ثم الدالة المنظمة الۘܣ تصف حركة اݍݨسم ࢭ  

)52(                             /8
, , sin sin sin n n nx y z

x y z

iE tyx z
n n n

n yn x n z
x y z e

abc a b c

 
         

    


  

  حيث طاقة اݍݨسم الموافقة  



 

 

 إبراɸيم سعد الله   حركة جسم ࡩʏ علبة 

   ، المدرسة العليا للأساتذة، القبةȊشائر العلوممجلة 

 

 2026 جانفي ،17 العدد، 5السنة 
9 

)53(                                               
22 22 2

2 2 22x y z x y z

yx z
n n n n n n

nn n
E E E E

m a b c

  
       

 


    

  

اقفة  .8   الموجة المنȘشرة والو

  بالدالة الأس  )49(العلاقة   دالة اݍݨيب ࢭʏاسȘبدل 

                                                        1
sin sin

2
x xik x ik xx

x

n x
k x e e

a i

       

  فتغدو العلاقة 

)54(                                 / /2 1 2
, sin

2
n nx x x x

x x x

iE t iE t ik x ik xx
n n n

n x
x t e e e e

a a i a


             

حيث  
xn

  و
xn

   ماɸ  

)55(                              /1 2

2
x nx x x

x

i p x E t i k x t
n e Ae

i a
    


      ،   /1 2

2
x x x x

x

i p x E t i k x t
n e Be

i a
         

الدالة 
xn

   دالة خاصة لمؤثر الطاقة ʏۂ
2 2

22xH
m x


 




  : ولمؤثر الدفع اݍݵطي 

                                                                            x y zp i e i e i e
x y z

  
   

  
        

  ࢭʏ وقت واحد.   

                                                
2 2 2

2

22 2
x x

x x x x

i k x t
x n x n n nH Ae ik E

m x m
    

    


 
    

                     x x

x x x

i k x t
n x y z x x n x x np i e i e i e Ae i e ik k e

x y z
       

          

                 

فالدالة
xn

    شر وفقȘتصف حركة جسم ينx بدفع خطيx xk e
  طاقةȋو

xn
E.  

كما أن الدالة 
xn

    دالة خاصة لمؤثر الطاقة ʏۂ
2 2

22xH
m x


 




pولمؤثر الدفع اݍݵطي  


:  

                                                                    
2 2 2

2

22 2
x x

x x x x

i k x t
x n x n n nH Be ik E

m x m
     

     


 
    

                     x x

x x x

i k x t
n x y z x x n x x np i e i e i e Be i e ik k e

x y z
        

            

                 

والدالة 
xn

     شر وفقȘتصف حركة جسم ينx  بدفع خطيx xk e
   طاقةȋو

xn
E  ݳ الموجة    7  الشɢل. يوܷ

xn
       شرȘتن

x:xبدفع خطي ࢭʏ اتجاه الموجب  xوفق   xk e
  شر الموجةȘنما تنʋب .

xn
     وفقx  اتجاه السالب بدفع خ ʏي طࢭx xk e

  .

ن ؈واܷݳ أن الموجت 
xn

   و
xn

   شران، لكن الموجة تȘن 
xn
x   

ً
ا لʋس لɺا عدد موڊʏ، لʋست دالة خاصة للدفع اݍݵطي، إذ

 
ً
  ا ۂʏ موجة واقفة. إذ

                                                                             /2
, sin nx

x

iE tx
n

n x
x t e

a a


   
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: يب؈ن 7الشɢل
xn

  و
xn

 شرȘتن ʄاتجاه  ، الأوڲ ʏࢭxe


  والثانية تنȘشر عكسه  

11ن الطاقة الۘܣ يɴبڧʏ أن يتحرك ٭ڈا إلك؅فون ࢭʏ علبة عرضɺا ع؈ّ   مثال: 10 5.29  اɺ8م، وأخرى عرض 10 5.29طم. اع 

  خلاصة للنȘيجة.  

  ۂxH ʏحسب طيف xمعلوم أن طاقة اݍݨسم الذي ʇشغل اݍݰالة الأساسية ࢭʏ العلبة، وʈتحرك وفق  اݍݰل:

                                                                                                      
2 2

22ma




  

11إذا ɠانت  
0 5.29 10a a m   

                                    
   

 

2 22 2 142 2

22 2 2 3 22

1.98 10
135.29

2 2 2 51110 5.29 10

c
eV

ma mc a

  




   

 

  

8و୒ذا ɠان عرض العلبة 
0 5.29 10a a m فإن ،  

         
   

 
 
 

2 2 22 2 14 22 2
4

2 22 2 2 3 16

1.98 10 1.98
1.35 10

2 2 2 51110 5.29 10 20 511 5.29

c
eV

ma mc a

   




 
    

   

  

 ُʇطاقة أعڴ ʄالعلب الضيّقة تحتاج إڲ ʏستفاد من المثال أن الأجسام اݝݰصورة ࢭʄ    .العلب الواسعة ʏمن الأجسام اݝݰصورة ࢭ

  من الإلك؅فونات ࢭʏ اݍݨزيء.  ʄعڴʄ سȎيل المثال الإلك؅فونات ࢭʏ الذرة طاقْڈا أعڴ

  ʏالعرضنا ࢭɢعض القيم اݍݵاصة لـ  10و  9و  8  الأشȊxH    عض كثافاتȌعض دواله اݍݵاصة الموافقة وȊ ومنحنيات

  احتمال الموافقة. 

  
  

  

  
  : يب؈ن القيم اݍݵاصة لمؤثر 8الشɢل 

  .4Eو  3Eو 2Eو  xH:1Eالطاقة

  xH: يب؈ن القيم اݍݵاصة ل ـ9الشɢل 

  . 4و  3و 2و1والدوال الموافقة

  : يب؈ن كثافات احتمال وجود 10الشɢل   

  .4pو 3pو 2pو x ،1pاݍݨسم عند 
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   Lجسم ࡩʏ مكعب ضلعه  حركة   .9

. المتمثلة ࢭʏ العلاقت؈ن Hنود أن ن؄فز Ȋعض القيم اݍݵاصة والدوال اݍݵاصة الموافقة لمؤثر طاقة اݍݨسم ࢭʏ العلبة   

aمع اعتبار العلبة عبارة عن مكعب ضلعه )53(و  )52( b c L   .سيط المسألةȎلت  

)56(                             /

3

8
, , sin sin sin n n nx y z

x y z

iE tyx z
n n n

n yn x n z
x y z e

L L L L

 
         

    


  

  حيث

)57(                             
2 2 2 2

2 2 2 2 2
2 22 2x y zn n n x y zE n n n n n

mL mL

 
    

        ناɸ ،
2 2

22mL




  

يب؈ن اݍݨدول المرافق القيم اݍݵاصة الأوڲʄ لمؤثر الطاقة   2 / 2H p m    عۚܣʇ) طاقات المتاحة  الودواله اݍݵاصة الموافقة

  .لݏݨسم ࢭʏ العلبة والدوال الموافقة)

  .: يب؈ن الطاقات المتاحة ݍݨسم ࢭʏ العلبة والدوال الموافقة1اݍݨدول 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  اݍݰالات المنحلة  

العلبة    ت ظɺر   ʏࢭ الواحدة أك؆ف من    )11  الشɢلو   1  ݨدول اݍ (ࢭʏ طيف مؤثر طاقة اݍݨسم  الطاقة  حالات توافق 

... اݍݰالات الۘܣ توافق    12و  3...، وأخرى توافق طاقة الواحدة دالة واحدة، مثل 9والطاقة   6دالة، مثل الطاقة 

الطاقة الواحدة أك؆ف من دالة خاصة Ȗس׿ܢ منحلة، ودرجة انحلالɺا ɸو عدد الدوال الموافقة. كما يلاحظ أن طاقة جسم  

مكممة، ʇعۚܣ عڴʄ شɢل قيم منفصلة Ȗس׿ܢ الطاقات المتاحة ݍݨسم ࢭʏ العلبة. وۂʏ عڴʄ شɢل سوʈات أو طرائق    ࢭʏ العلبة

  ... كما أشارت المسلمة الأوڲ9  .ʄو 6و3طاقاٮڈا 

  درجة انحلال 

  اݍݰالة  

  الدوال الۘܣ  

  تصف اݍݰركة  
  zn  yn  xn  الطاقة المتاحة 

     1    111  3E    1  1  1  

  

     3        
112  

6E    

2  1  1  

121  1  2  1  

211  1  1  2  

  

     3  
221  

9E    

1  2  2  

212  2  1  2  

122  2  2  1  

     1  222 12E   2  2  2  

  

     3  
113  

11E    

3  1  1  

131  1  3  1  

311  1  1  3  

        

     3  
123  

14E    

3  2  1  

312  2  1  3  

231  1  3  2  
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  ݍݨسم ࢭʏ العلبة H: يب؈ن طيف 11 الشɢل 

  تمرʈن: 

ناقش آثار أȊعاد العلبة عڴʄ فواصل سوʈات طيف مؤثر الطاقة. نلفت الانȘباه إڲʄ وجه Ȗشابه حصر جسم Ȋعلبة وحصر  

  إلك؅فون برابطة كيماوʈة وȋحصره بذرة وȋحصره بجزيء وحصر نɢليون بنواة ...  

  . )Ȗ)49عطى بالعلاقة  Lإن القيمة اݍݵاصة لمؤثر طاقة جسم ࢭʏ علبة مكعبة ضلعɺا   اݍݰل:

)57(                                        
2 2 2

2
22n

n
E E n

mL


  

     2،    حيث 2 2 2
x y zn n n n     

ʏت؈ن متتاليت؈ن ۂʈوالفاصلة ب؈ن سو  

                                 
   

22 2 2 2 2
2 2

1 2 2

1
1

2 2n n

n n
E E E n n

mL mL

 



       

     

)58(                                             
2 2

1 2
2 1 2 1

2n nE E E n n
mL


      

   

  أن Ȗعلق فاصلة سوʈت؈ن متتاليت؈ن تȘناسب مع مقلوب مرȌع Ȋعد العلبة. من ثم النȘيجة الɺامة:   )58(يتܸݳ من العلاقة 

إذا    ،فاصلة سوʈت؈ن متتاليت؈ن من طيف مؤثر طاقة جسم ࢭʏ علبة تȘناسب مع مقلوب مرȌع Ȋعد العلبة. بناء عليه  :نȘيجة

Ȗغ؈فت أȊعاد العلبة يتغ؈ف طيف مؤثر طاقة اݍݨسم، فɢلما ضيقت العلبة عڴʄ اݍݨسم تباعدت سوʈات مؤثر طاقة اݍݨسم،  

ʏࢭ المبʋنة  ࢭʏ الأطياف  ال؅فتʋب،    .15،  14،  13،  12  لأشɢالا   والعكس ܵݰيح. كما يبدو   ʄذلك، عڴ ʄالطبيعة عڴ ʏࢭ أمثال 

نɢليون بنواة، و୒لك؅فون برابطة كيماوʈة، و୒لك؅فون مقيد بذلة، و୒لك؅فون مقيد بجزيء، وذرة بجزيء، وجسم Ȋعلبة أȊعادɸا  

  متفاوتة الك؄ف... 
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  : يب؈ن طيف 13  الشɢل

  جسم ࢭʏ علبة ضيقة

  . ةامثل طيف النو 

  : يب؈ن طيف 14  الشɢل

  جسم ࢭʏ علبة معتدل 

  .مثل طيف الذرة

  : يب؈ن طيف 15  الشɢل

  جسم ࢭʏ علبة عرʈضة

  مثل طيف اݍݨزيء. 

  : يب؈ن طيف 16  الشɢل

  جسم ࢭʏ علبة عرضɺا

  متفاوت الك؄ف طيف متصل 

 
  عدد اݍݰالات الكمية لوحدة الطاقة  .10

أعداد   ثلاثة  ɠل  , ,x y zn n n   خاصة قيمة  توافقɺا   Hلـ  تحدد  الۘܣ  اݍݵاصة  والدالة  , , , ,,
x y z x y zn n n n n nE  .

وۂʏ  نقطة من فضاء إحداثيات نقطةا  أيضً تحدد  و   ،بلفظ آخر تحدد حالة , ,x y zn n n، , ,x y zM n n n  ݳ ، كما يوܷ

. الفضاء الذي إحداثيات نقطة منه 61الشɢل   , ,x y zn n n  س׿ܢ فضاء اݍݰالات اʇل نقطة منه تمثل حالة    ة ميّ كلɠ .ݍݨملة

0xnلݏݨملة. الأعداد   0وyn  0وzn  موج ʏبةۂ  .  

إن عنصر ݯݨم من فضاء اݍݰالات يمثل عدد اݍݰالات الكمية عند , ,x y zn n n n n وɸو ،  

)59 (  3
x y zdN dn dn dn d n    

  

  

  

  : يب؈ن نقطة من فضاء اݍݰالات الكمية. 17 الشɢل 

ɸو عنصر ݯݨم من ثمن    )59(، لذلك عنصر اݍݱݨم ࢭʏ العلاقة  ة ࢭʏ المسألة قيد الدرس موجب  znو  ynو  xnوعلم أن  

  عدد اݍݰالات الكمية ࢭʏ عنصر اݍݱݨم من فضاء اݍݰالات ɸو فضاء اݍݰالات. وعليه 

)60(                                                                               
1

8 x y zdN dn dn dn  

  وعنصر عدد اݍݰالات الكمية المتاحة ݍݨسم ࢭʏ علبة ࢭʏ مقلوب ɸو

)61(              
3 3

31 1

8 8 2 2
yx z

x y z x y z

LdkLdk Ldk L L
dN dn dn dn dk dk dk d k

    
                  

      
  

  وعدد اݍݰالات الكمية المتاحة ݍݨسم ࢭʏ علبة بدلالة الإحداثيات الكروʈة ɸو
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)62(                             
3 3 3

3 2

2 2 2x y z k

L L L
dN dk dk dk d k k dkd

  
             
     

  

وطاقة اݍݨسم ۂk ʏومعلوم أن العلاقة ب؈ن  2 2 / 2E k m  ʏمن ثم عدد اݍݰالات الكمية بدلالة طاقة اݍݨسم ۂ ،  

                  
 3/23 3 3

2
2 2 3

22 2

2 2 2 22
k k k

m EL L mE m dE L
dN k dkd d dEd

E  
               
       

   

  ɠانت الزوايا ɸو  ɺما م، dEࢭE   ʏوعدد اݍݰالات الكمية ࢭʏ وحدة اݍݱݨم ذات الطاقة

)63(                                                                
 3/23

3

2
2

2

m EL
dN dE


   
  

  

  ۂdE ʏࢭE  ʏوالكثافة اݍݱݨمية لݏݰالات الكمية الۘܣ طاقْڈا عند  

)64(                          
     

3/2 3/23

3 2 3

2 21
2

2 4

m E m EdN
dn dE dE E dE

V
 

 
     
   

  

حيث E عدد اݍݰالات الكمية لوحدة اݍݱݨم ولوحدة الطاقة ʏۂ  

)65(                                                             3/2

1 3
2 3

2

4

m E
E J L


 


   

  .)65(منحۚܢ العلاقة  17الشɢل يب؈ن 

  

  

  

  : يب؈ن منحۚܢ كثافة عدد اݍݰالات الكمية لوحدة الطاقة ݍݨسم ࢭʏ العلبة. 17 الشɢل 

  ۂE ʏوعدد اݍݰالات الكمية لوحدة اݍݱݨم الۘܣ طاقْڈا اقل من 

)66(                                 3/2 3/2 3/23/2
3/2

2 3 2 3 2 3
0

2 2 21 1 1

4 2 3 6

Em m mE
n E dE E E

  
    

  

  

  طاقة ف؈فمي   .11

وال؄فوتونات   فالإلك؅فونات  أخرى.  الأجسام  عن  تختلف  كمية  بخاصية  تتم؈ق  الطبيعة   ʏࢭ أجسام  توجد 

يت  مّ )، فسُ Fermi( فرميحصاء  لإ . وتخضع  أجسام تتم؈ق عن غ؈فɸا بلف ʇساوي مضاعفات نصفوغ؈فɸا،    والنيوترونات

  ا"." لا يȘبوأ فرمي؈ن متماثل؈ن حالة كمية واحدة أبدً :  ) الذي مفادهPauli(  باوڲʏا تخضع لمبدأ التفرّد لا له. أيضً باسمه تخليدً 

اݍݰالات الكمية ݍݨسم    بهنملأ  ، ثم  اا إلك؅فونيً من فئة الفرميات، عڴʄ سȎيل المثال غازً   Nا عدد أجسامه اعت؄ف غازً 

,ه إڲʄ أن ɠل حالة جسم ࢭʏ علبة طاقْڈا ࢭʏ علبة. نɴبّ  ,x y zn n nE  ا إلك؅فونɸبوأȘأن لا غ؈ف،  ايمكن أن ي ،ʄالأعڴ ʄما لفه إڲɸحد

 

 

   
 

 
 



 

 

 إبراɸيم سعد الله   حركة جسم ࡩʏ علبة 

   ، المدرسة العليا للأساتذة، القبةȊشائر العلوممجلة 

 

 2026 جانفي ،17 العدد، 5السنة 
15 

  ،الأسفل ʄوالأخر لفه إڲ ، وɸ يɲا الغاز الإلك؅فوɺشغلʋلذلك عدد اݍݰالات الكمية الۘܣ س .
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العلبة بطاقة فرمي للغاز  ةاصطݏݳ عڴȖ ʄسمية طاقة أعڴʄ حالة مشغولة من حال  ʏجسم ࢭFE ًفاعتماد .  ʄا عڴ

  ۂN ʏ، عبارة طاقة ف؈فمي بدلالة عدد أجسام الغاز )66(العلاقة 
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 من ثم طاقة فرمي للغاز Ȗعطى بالعلاقة 
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  واܷݳ أن العدد الموڊʏ لفرمي ɸو
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  والدفع اݍݵطي لف؈فمي للغاز ɸو 
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  عڴʄ الصورة  Fpو Fkفتكتب طاقة فرمي للغاز بدلالة 
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  ف؈قيائية وعصية عن النظم. أحد ɸذه الأمواج الموجة المستوʈة توجد أمواج تصف جملا
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   Cتصف حركة جسم طليق، حيث  
ْ
 ولا  م،  ثابت نظ

ْ
. فنظمɺا من المفروض ʇساوي واحد ɠي تحمل ࢭʏ طياٮڈا  ميتع؈ن إلا بالنظ

  صفة الاحتمال، لكن العكس ɸو الذي يحدث

                                                           2 23 3 * 3*
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  واܷݳ أٰڈا عصية عن النظم. بذلك لم نتمكن من إعطا٬ڈا صبغة الإحصاء. 

الشروط   تطبيق  ثم  اتفق.  كيفما  علبة   ʏࢭ موجودة  الدرس  قيد  الف؈قيائية  اݍݨملة  اعتبار  ɸو  القضية  ɸذه  حل 

  اݍݰدودية عڴʄ الأمواج عند حدودɸا. من ثم يمكن نظمɺا إڲʄ الوحدة لإعطا٬ڈا الصبغة الإحصاء عڴʄ النحو  

  3 * 1
V

d r     

العلبة.    Vحيث   جدران  عند  اݍݰدودية  الشروط  لفرض  ضرورة  ɸناك  العلبة.  لتطبيق  و ݯݨم  أسلوب  من  أك؆ف  ɸناك 

ا ۂʏ المسماة بالشروط اݍݰدودية الدورʈة. وۂȖ ʏساوي الدالة عند الوجوه المتقابلة  اݍݰدودية، والأك؆ف استخدامً   الشروط 

  للعلبة 
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  عندئذ، العلاقات التالية محققة
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ʏل ۂɢعلبة مكعبة الش ʏمن ثم الدوال اݍݵاصة لمؤثر طاقة جسم طليق ࢭ  
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  Ȗستخدم ࢭʏ مجالات عديدة.  و  ɸذه دالة معروفة
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