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  ليوفيل  –دراسة مختصرة حول الاشتقاق كسري الرتبة من نمط رʈمان 

 عبد الرشيد سعدي 
  اݍݨزائر الرʈاضيات،  المدرسة الوطنية العليا ࢭʏأستاذ ب 

 abderachid.saadi@nhsm.edu.dz  
 
  مɺيد  ت .1

Ȗسمية   الرتبة" أصل  كسري  طرحه   "المشتق  الذي   ʏڏʈالتار السؤال   ʄإڲ   يȎن؅ق لا عڴpitalô’Hl(    ʄ(  لوʋȋتال  ʇعود 

)Leibniz(،    ½ الرتب غ؈ف الܶݰيحة، وطرح الرتبة ʄعميم الاشتقاق من الرتب الܶݰيحة إڲȖ انيةɢوالذي يدور حول إم

وتم Ȗعميم الاشتقاق إڲʄ    ، لكن الأبحاث توالت  .صرʈح عڴʄ الرتبة الكسرʈة  ) بنصٍّ Euler(  لرʈأو عڴʄ سȎيل المثال، ثم صاغه  

   ،ومع ذلك  .رتب غ؈ف كسرʈة، بل امتد ذلك إڲʄ رتب عقدية ورتب تاȊعية
ً
ا بالاسم التارʈڏʏ، وɸو أمر دأب عليه  بقي محتفظ

  𝑖ف عٔڈا ࢭʏ السياق المعاصر، مثل Ȗسمية العدد  و୒ن ɠانت لا Ȗع؄ّ   ،ه أول الأمربون ࢭȖ ʏسمية المفاɸيم بما اشْڈرت اتي الرʈاضي

التخيڴʏ، لأنه      ح؈نبالعدد 
ُ
ʇع؄ّ   أول مرة  فح اق؅ المسماة Ȋعلاقة  لم يكن  العلاقة    فيثاغورس ف عن معۚܢ مألوف، ومثل ذلك 

)Pythagoras(،  .يم والعلاقاتɸا من المفاɸونحو 

الرتبة إڲʄ تباطؤ الأبحاث فيه منذ طرح    ،٭ڈذا الاعتبار  ،إن مفɺوم الاشتقاق كسري  بالنظر  مفɺوم قديم، لكن 

 ُʇ ع الأخ؈ف من القرن الماعۜܣ، فإنهȌالر ʄعت؄ف موضوعً السؤال إڲ 
ً
ɴشر الأبحاث فٕڈا ࢭʏ  ا، بل صار من أك؆ف المفاɸيم الۘܣ تُ ا حديث

ۜ الوقت الراɸن، فلا تɢاد تُ   .الأعمال المɴشورة والملتقيات اݝݵصصة، ناɸيك عن مذكرات التخرج وأطروحات الدكتوراه  ܢحظ

بل إن Ȋعضɺم إذا ذكرت له أنك Ȗشتغل    .فɺناك من لم يقتنع ٭ڈذا المفɺوم، أو رȋما لم يقتنع بالȘسمية  ،ومع ذلك

ا  ܢ نظرة الأستاذ إڲʄ طالب باǿس، وȌعضɺم يلوي شدقه مغمغمً ينظر إليك ࢭʏ أ؟ًۜ   ،ࢭʏ أبحاثك عڴʄ المشتقات كسرʈة الرتبة

بل إن Ȋعض الباحث؈ن  حۘܢ إنه ࢭʏ أحد المقالات وردت العبارة التالية: " .Ȋعبارات من نحو: "اختاروا السɺولة، تبعوا التيار ..."

ا لا يمكن قبول ɸذه الانتقادات ɸكذا عڴʄ  ". طبعً ʇشكɢون ࢭʏ أي من ɸذه التعرʈفات يمكن اعتباره مشتقًا كسرʈًا حقيقيًا

 ّʈٔڈا ما لم تكن مؤɸاضيعواʈاد يختلف فٕڈا الرɢون. اتي دة باݍݱݪݮ اللازمة الۘܣ لا ي 

وࢭʏ مجلات محكمة،    ، ومع أنه لا يɴبڧʏ الاسȘشɺاد بالك؆فة عڴʄ الܶݰة، إلا أن القبول العام للأبحاث ࢭɸ ʏذا الميدان

 
ٌ
وفٕڈا إسɺامات    ،كيف لا   .يجعلنا نطم؃ن إڲʄ أن الأسس الۘܣ قام علٕڈا ɸذا العلم لʋست ɸشة  ، وصʋت  ومٔڈا ما له سمعة

  ɸادامارد وَ )،  iemannR(   رʈمان)، وَ Liouville(  ليوفيل)، وَ Fourier(  فورʈيه)، وَ Lacroix(  لاكروا ن كبار مثل:  ؈ي اترʈاضي

)Hadamardمɸوغ؈ف  ،(.  ) الأمرʈكية  الرʈاضيات  جمعية  إن  عڴAMS  ʄبل  الدالة  الرموز  من  جملة  له  ݯݨزت  قد   (

  اختصاصات دقيقة: 

 26A33ة الرتبةʈاملات كسرɢالاشتقاقات والت : .  

 34A08 .ة الرتبةʈالمعادلات التفاضلية والاحتواءات كسر :  

 34K37 .ة الرتبةʈالمعادلات التفاضلية الدالية كسر :  

 35R11 .ة الرتبةʈالمعادلات ذات المشتقات اݍݨزئية كسر :  

 44-XXة الرتبةʈة للاشتقاقات كسرɺاملية الموجɢلات التʈالتحو :.  

 74S40.انيك الأجسام الصلبةɢمي ʄتطبيقات اݍݰساب كسري الرتبة عڴ :  

 60G22 .ةʈات ال؄فاونية الكسرɠشمل اݍݰرȖة، وʈالمتغ؈فات العشوائية الكسر :  

  مثل:  ،كما أننا نجد جملة من اݝݨلات المتخصصة فيه
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  مجلةFractional Calculus & Applied Analysis   المصنفة ضمن قاعدة بياناتScopus  وClarivate . 
  مجلةFractal and Fractional  المصنفة ضمن قاعدة بياناتClarivate. 
   مجلةProgress in Fractional Differentiation and Applications    بيانات قاعدة  ضمن  المصنفة 

Scopus. 
  مجلةFractional Differential Calculus   المصنفة ضمن قاعدة بياناتScopus. 

 
ً

تصɴيفات    فمصنّ  و ɸاݝݨلات الۘܣ تقبل الأبحاث ࢭɸ ʏذا اݝݨال، وۂʏ كث؈فة لا يمكن إحصاؤɸا، ومٔڈا ما    ن عفضلا

 مرموقة. 

  

  ليوفيل  -مقارȋة رʈمان   .2

ليوفيل ومقارȋة  – د Ȗعارʈف المشتقات كسرʈة الرتبة، إلا أن أشɺر مقارȋة تم العمل علٕڈا ۂʏ مقارȋة رʈمانرغم Ȗعدّ 

فإذا أخذنا Ȋع؈ن الاعتبار أن ما قام ɸادامارد ومن Ȋعده من Ȗعميم إڲʄ تɢاملات ذات دوال ثقالية   .)Riesz potential( يزار 

، فإنه حيɴئذ تص؈ف ɸذه المقارȋة مسيطرة عڴʄ حصة  "ليوفيل–مقارȋة من نمط رʈمان" يمكن ضمه ࢭʏ مقارȋة واحدة ɲسمٕڈا  

  الأسد من الأبحاث الۘܣ تم ɲشرɸا خلال رȌع القرن الأخ؈ف. 

  :𝑛ليوفيل عڴȖ ʄعميم اݍݵاصية التالية اݝݰققة من أجل عدد طبيڥʏ  –تقوم مقارȋة رʈمان
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  ʏض العدد الطبيڥʈعوȖ حيث يتم𝑛    عدد مركبȊ𝛼   ًسار  جزؤه اݍݰقيقي موجب تمامʋالمشتق من ال ʄالأخ؈ف عڴ ʏا، لنحصل ࢭ

  ومن اليم؈ن: 
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𝑛)يرمز   −  ∞−إڲʄ طرࢭʏ اݝݨال المراد الاشتقاق عليه (والذي قد يɢون    𝑏و  𝑎، بʋنما يرمز   Re 𝛼إڲʄ اݍݨزء الܶݰيح لـ    (1

  وȖس׿ܢ ɸذه المقارȋة بمقارȋة ليوفيل. ).∞+أو  

 ُʇ  عت؄ف الفضاء𝐿௣(𝑎, 𝑏)،    حيث𝑝 > تطبيق  عند    أما  .ليوفيل–ɸو الفضاء الأمثل لتطبيق مؤثر تɢامل رʈمان  ،1

رʈمان اشتقاق  للاشتقاق  ف  ، ليوفيل–مؤثر  القابلة  الدوال  فضاء   ʄإڲ منتميً   ، مرة  𝑛نحتاج  النوɲي  مشتقɺا  يɢون  ا  بحيث 

,𝐿௣(𝑎للفضاء   𝑏) 
ُ
ɲ ما  وɸو  اختصارً ع؄ّ ،  عنه  بالفضاء  ف  ,𝐴𝐶௡,௣(𝑎ا  𝑏)   ُʇ) ًمطلق المستمرة  الدوال  فضاء  ا  عت؄ف 

𝐴𝐶ଵ,௣(𝑎, 𝑏) =  𝐴𝐶௣(𝑎, 𝑏) .(ذه الفضاءاتɸ حالة خاصة من  

عڴ𝜓    ʄباعتماد دالة ثقل موجبة، تɢون مشتقة لدالة    ،كما يمكن بناء مقارȋات مستخرجة من ɸات؈ن المقارȋت؈ن

,𝑎)اݝݨال   𝑏)،  :ف التاليةʈالتعار ʄفنحصل عڴ  
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ُ
Ȗ َادامارد وɸ تاȋاتيغامبولا (عد مقارɠKatugampola  :ةȋذه المقارɸ حالت؈ن خاصت؈ن من (  
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  ʏنف؅فض أن  ࢭ ʄالأوڲ𝜓 = 𝑙𝑛 ، 

  أما  ʏفنضع   ،الثانيةࢭ𝜓 =
௫ഐ

ఘ
  ا. عدد حقيقي موجب تمامً  𝜌حيث  ، 

التنȎيه   يجدر  يتفنّ ه أن كث؈فً يلإومما  الباحث؈ن صاروا  للمشتقات كسرʈة  ا من  Ȗعارʈف جديدة  ࢭʏ استخراج  نون 

الرتبة، و୒عطاء خصائص لɺا، ومن ثم تبدأ من جديد حلول المعادلات التفاضلية الكسرʈة والمسائل ذات القيم الابتدائية  

وتقذف اݝݨلات ɠل يوم بالعديد من المقالات الۘܣ تȘناول ɸذه المسائل، حۘܢ أضڍʄ    .واݍݰدية المتعلقة ٭ڈذا المشتق أو ذاك

 من الصعب تȘبّ 
ً

التعارʈف، فضلا تمّ ع ɸذه  النمط     عن المسائل المتعلقة ٭ڈا، والۘܣ عادة ما تɢون محاɠاة لمسائل   ʏࢭ حلɺا 

  العادي من المشتقات. 

 
  معاي؈ف تم اق؅فاحɺا ݝݰاكمة المشتقات الكسرʈة  .3

   تمديد لتعرʈف من التعارʈف الرʈاضية لا بدّ   أيّ   إنّ 
ُ
Ȗ عض اݍݵصائص الۘܣȌل عام وɢيɸ ʄعت؄ف  له من أن يحافظ عڴ

 
ُ
أ ما  التعرʈف  سيفقد  و୒لا  عصيً أساسية،  وʈصبح  أجله،  من  الفɺمɲآۜܡ   ʄعڴ ɠلمت؈ن    .ا  الكسرʈة  للمشتقات  إن  وحيث 

  لنا من النظر ࢭʏ دلالة ɸات؈ن الɢلمت؈ن وما يمكن أن تتمتع ٭ڈما من خصائص.   ، فإننا لا بدّ "كسري "و  "مشتق"ن ɸما:  ؈مفتاحيت 

  "كسري "إن ɠلمة 
ُ
Ȗ 

ً
ا لا ɲستطيع أن نحصل منه عڴʄ كب؈ف فائدة، لذا يɴبڧʏ ال؅فك؈ق عڴʄ مصطݏݳ  ا تارʈخيً عت؄ف سياق

  ، الذي له دلالة معروفة ࢭʏ التحليل الرʈاعۜܣ. "مشتق"

سنة    ʏ1975ࢭ،  ) روس   ɲB. Rossشر 
ً

مقالا اݍݰساب  )   ʏࢭ الأساسية  للنظرʈة   ʏڏʈتار وموجز  "عرض  Ȋعنوان   

) وزملاؤه ࢭʏ بحث M. D. Ortigueira؈فا (غتم Ȗعديلɺا من طرف أورتي  ،الكسري"، اق؅فح فيه معاي؈ف للاشتقاق كسري الرتبة

 
ُ
ɲ 2015شر سنة :  

 ا. مؤثر الاشتقاق كسري الرتبة يلزم أن يɢون خطيً   - أ
 ڈا. ذاٮالدالة  ɸو من الدرجة صفر لدالة ما   الكسري   المشتق  -ب
   - ج

ً
لا بد من الرجوع إڲʄ المشتق العادي للدالة    ، اا طبيعيً عددً   𝛼فإنه بأخذ    ،𝐷ఈ𝑓ومشتقɺا الكسري    𝑓  إذا اعت؄فنا دالة

𝑓   من الرتبة𝛼. 
 ا دالة تحليلية.ɸو أيضً  𝐷ఈ𝑓فإن المشتق الكسري لɺا   ، دالة تحليلية 𝑓إذا ɠانت    -د
𝐷ఈ  مؤثر الاشتقاق يحقق اݍݵاصية التالية:  -ه  𝐷ఉ 𝑓 =  𝐷ఈାఉ  𝑓. 
  يȎن؅ق الشɺ؈ف المتعلق بمشتق جداء دالت؈ن، والذي تم تقديمه ࢭʏ صيغ مختلفة. مؤثر الاشتقاق يحقق قانون لا   -و

Ȋسɺولة، بʋنما الشروط الثلاثة الأخ؈فة تحتاج إڲʄ تفاصيل    ʄليوفيل تحقق الشروط الثلاثة الأوڲ–إن مقارȋة رʈمان

 : ما يڴʏيمكن تقديمɺا ك 

  ًست دومʋالتحليلية ل التحليلية ۂʏ دوال تحليلية، بʋنما مشتقات الدوال  الدوال   تɢاملات 
ً

فعڴʄ    .تحليلية  ا دوالا

المعدومة، بل ʇعطي دالة قوة. ɸذا    ةليوفيل للدالة الثابتة لا ʇعطي الدال–المشتق من نمط رʈمان  ،سȎيل المثال

 . )Lorentz( لورن؅ق ليوفيل وفق صيغة –الأمر يقودنا إڲʄ إمɢانية ɲشر الدالة المشتقة من نمط رʈمان
  و غ؈ف مɺت أما المعيار اݍݵامس ف  ʏܦݨمة مع النمط غ؈ف اݝݰڴɴعض الشروط، ووفق صيغة مȊ حقق سوى تحت

 لɺذه المقارȋة. 
  ن؅قأما صيغة لاȎعمم الصيغة العادية، وفقً  ،يȖ ܦݸ متعددةɲ ا لرتبة الاشتقاق. فتوجد مٔڈا  

ليوفيل للمعاي؈ف الثلاثة الأوڲʄ يجعلنا ɲعتقد أٰڈا من أجدر المقارȋات الۘܣ قد تɢون إجابة  –إن تحقيق مقارȋة رʈمان

  يȎن؅ق. لȘساؤل لا 
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  Ȋعض الأعمال البحثية المبكرة  .4

  قِبل ت الأبحاث عڴʄ المشتقات كسرʈة الرتبة بصورة بطيئة منذ بداية الȘساؤل، وقد ɠانت محاولات من  لقد مرّ 

 ʈمثل أو   ، نانشار إلٕڈم بالبَ ؈ن ʇُ اتي رʈاضي
ُ
– ليوفيل ومقارȋة غرʈنولد–مت مقارȋة رʈماندّ لر وفورʈيه ولاكروا وغ؈فɸم، إڲʄ أن ق

ا مختصرا لباɠورة الأعمال الۘܣ تم تقديمɺا منذ أن تبلورت فكرة  م جردً وفيما يڴʏ نقدّ   .)Letnikov) -Grünwaldليتɴيɢوف

  المؤثرات الكسرʈة. 

 اɲشر ر   ،1949ࢭʏ سنة  
ً

 يز مقالا
ً

ليوفيل  –عنوانه: "تɢامل رʈمان  ،صفحة) باللغة الفرɲسية  200 (ࢭʏ نحو   طوʈلا

) عڴʄ فضاء أقليدي، مع  Riesz potentialم مقارȋته اݍݵاصة (كما قدّ   ، ليوفيل–م فيه مقارȋة رʈمانومسألة ɠوءۜܣ"، قدّ 

  Ȋعض التطبيقات عڴʄ مسائل ف؈قيائية. 

  .منذ سبعيɴيات القرن الماعۜܣ، أصبح حساب التفاضل والتɢامل الكسري موضوعًا لمؤتمرات ورسائل متخصصة

   ،ȋالɴسبة للمؤتمر الأول، ʇعود الفضل إڲʄ روسو 
ّ
Ȋعد ف؅فة وج؈قة من أطروحته للدكتوراه ࢭʏ حساب التفاضل  –  مالذي نظ

  جوان ࢭʏ جامعة نيو ɸافن ࢭʏ    ، وذلكالمؤتمر الأول حول حساب التفاضل والتɢامل الكسري وتطبيقاته  – والتɢامل الكسري 

  ݰساب ݏكتاب مُخصص ل  ، بإصدار تعاون مش؅فكب  ،)J. Spanier(  سبان؈ف وَ   )K.B. Oldham(  أولدɸام   كما قام  .1974

ʏذا التعاون ب؈ن1974عام    ي الكسر   التفاضڴɸ معاݍݨة مسائل انتقال    . وقد جسّد ʏاعۜܣ سبان؈ف ࢭʈام والرɸي أولدǿالكيميا

  ʄقائم عڴ الكسور،  ݍݰساب  عصر جديد  بزوغ  الɢاملة،  شبه  والتɢاملات  بالمشتقات  ʇُس׿ܢ  ما  من حيث  الكتلة واݍݰرارة 

  . اݍݰدس الف؈قياǿي والتنوع الرʈاعۜܣ

ل  ،ʏ  1987 عامࢭ الܸݵم  الكتاب  وَ )A. A. Kilbas(  كيلباس، وَ )S. Samko(  سامɢوـظɺر   .O(  مارȘʈشيف، 

Marichev( 
ً

أولا الروسية  التفاضل والتɢامل"، باللغة  الآن باسم "موسوعة  إليه  إن، والذي ʇُشار    ل؈قية عام ɢ، ثم بطبعة 

1993.  

 .A.M( ماثايوَ ، 1966سنة  )ɸ )M.M. Dzherbashyanذا الموضوع: دزɸرȋاشيان  وا تناول ذينال  ؤلف؈نومن الم

Mathai(   َنا وʋساكس  )R.K. Saxena(    فاستافا وَ ،  1978و  1973سنۘܣʈسر  )H.M. Srivastava(   َتاوȋجو  )K.C. 

Gupta(   َالوʈغو  )S.P. Goyal(    فاستافاوَ ،  1982سنةʈاشيابوَ   سرɠ  )B.R.K. Kashyap(    وفوَ ،  1982سنةɢرودنيȋ  

)A. Prudnikov(   َووʈ. وفɢشȘʈبر  )Yu. Brychkov(   َشيفوȘʈمار  )O. Marichev(    كيلباس وَ ،  1990و  1986سنۘܣ  

 )A.M. Mathai(  ماثايوَ ،  2006  ) سنةJ. Trujillo(  تروخيووَ   سرʈفاستافاوَ كيلباس  وَ ،  2004سنة    )M. Saigo(  ساʇغووَ 

  . ، إݍݸ2010سنة ɸاوȋولد ساكسʋنا وَ وَ ماثاي وَ ، 2008سنة  )ɸ )H. Hauboldاوȋولدوَ 

وتطبيقاته   الكسور  والتɢامل  التفاضل  ݍݰساب  اݝݵصصة  والنصوص  واݝݨلات  الكتب  سلسلة  تضم  واليوم، 

  . عشرات العناوʈن، ومن المتوقع أن تتوسع ɸذه القائمة أك؆ف ࢭʏ السنوات القادمة

 من خلال العدد الم؅قايد من الأوراق  
ً
 واܷݰة

ً
ومن المع؅فف به اليوم أن استخدام المشتقات الكسرʈة يُظɺر فائدة

ࢭʏ اݝݨلات الكسري اɸتمام  و  .البحثية والأعداد اݍݵاصة  التفاضل والتɢامل  العقود الأخ؈فة، استقطب مجال حساب   ʏࢭ

  .الباحث؈ن ࢭʏ مجالاتٍ عديدة، بما ࢭʏ ذلك الرʈاضيات والف؈قياء والكيمياء والɺندسة، وحۘܢ العلوم المالية والاجتماعية

 نذكر عڴʄ سȎيل المثال أن أعدادً 
ُ

  صت ࢭʏ مجلات لݏݰساب التفاضڴʏ الكسري، مٔڈا: صّ ا قد خ

   سنة ɲشر  اݍݵاصة،  والدوال  التحوʈل  طرائق  حول  الثالث  المؤتمر  بوقاǿع  خاص  مجلة    1999عدد   ʏࢭ

Fractional Calculus and Applied Analysis.  

  
ُ
ɲ ،مجلة  2002شر سنة عدد خاص بأنظمة اݍݰساب كسري الرتبة ʏࢭNonlinear Dynamics.  

  
ُ
ɲ ،ة وتطبيقاٮڈاʈمجلة  2003شر سنة عدد خاص بمعاݍݨة الإشارات الكسر ʏࢭSignal Processing.  
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   سنة ɲشر  اݍݵاصة،  والدوال  التحوʈل  طرائق  حول  الراȊع  المؤتمر  بوقاǿع  خاص  مجلة   2004عدد   ʏࢭ

Mathematica Balkanica (J. Math. Soc. S-E Europe).  

  
ُ
ɲ ،ة وتطبيقاٮڈاʈمجلة  2004شر سنة عدد خاص بالمشتقات الكسر ʏࢭSignal Processing.  

  
ُ
ɲ الإشارات،  أنظمة   ʄعڴ وتطبيقاته  الكسري  باݍݰساب  خاص  سنة  عدد  مجلة    2004شر   ʏࢭSignal 

Processing .  

  
ُ
ɲ ،ة وتطبيقاٮڈاʈمجلة  2004شر سنة عدد خاص بالمشتقات الكسر ʏࢭNonlinear Dynamics.  

  
ُ
ɲ التطورʈة،  بالمسائل   Journal of Computational and Appliedࢭʏ مجلة    2007شر سنة  عدد خاص 

Mathematics .  

  
ُ
ɲ وتطبيقاٮڈا،  الكسرʈة  بالتفاضليات  خاص  سنة  عدد  مجلة    2008شر   ʏࢭJournal of Vibration and 

Control .  

  
ُ
ɲ والكسرʈة،  المتقطعة  الديناميكية  بالأنظمة  خاص  سنة  عدد  مجلة    2008شر   ʏࢭASME Journal of 

Computational and Nonlinear Dynamics .  

  بالأ خاص  والتحكمةالرتب  ةكسرʈ  نظمةعدد  والتحديد  النمذجة   ʏࢭ تطبيقات   : 
ُ
ɲ سنة  ،  مجلة   2008شر   ʏࢭ

Journal Européen des Systèmes Automatisés .  

  
ُ
ɲ ،ة وتطبيقاٮڈاʈمجلة  2009شر سنة عدد خاص بالتفاضليات الكسر ʏࢭPhysica Scripta.  

  بالأ خاص  التطورʈةالمساليب  عدد  المشكلات  ݍݰل   بتكرة 
ُ
ɲ سنة  ،  مجلة   2009شر   ʏࢭJournal of 

Computational and Applied Mathematics .  

  بالتطورات خاص  الر   عدد  كسرʈة  التفاضلية  المعادلات   ʏتࢭ 
ُ
ɲ سنة  بة،  مجلة  2010شر   ʏࢭComputers and 

Mathematics with Applications.  

  
ُ
ɲ ،ة وتطبيقاٮڈاʈمجلة  2010شر سنة  عدد خاص بالتفاضليات الكسر ʏࢭ Computers and Mathematics 

with Applications .  

 عدد خاص بالتطورات  
ُ
ɲ ،ةʈالإشارات والأنظمة الكسر ʏمجلة 2010شر سنة ࢭ ʏࢭ   Signal Processing.  

  .انȘشرت العديد من الأبحاث حول ɸذا الموضوع Ȋشɢل لا يمكن حصره  ،تجدر الإشارة إڲʄ أنه ࢭʏ العقدين الأخ؈فين

كما أن Ȋعض اݝݨلات صارت Ȗعلن عن أعداد خاصة متعلقة باݍݰساب التفاضڴʏ كسري الرتبة، وذلك بصفة دورʈة مثل: 

Axioms ،Mathematics ،Fractal and fractional.  

  

  الاشتقاق الكسري بمفɺوم التوزʉعات وفضاءات سوȋولاف الكسرʈة .5

وفضاءات   الضعيف  الاشتقاق  أن  المعلوم  دورً   (Sobolev)  سوȋولافمن  مɺمً يلعبان  القيم  ا  مسائل  حل   ʏࢭ ا 

اݍݨزئية التفاضلية والمعادلات ذات المشتقات  بالمعادلات  المرتبطة  Ȗعميمً   . اݍݰدية  ا للاشتقاق  ولما ɠان الاشتقاق الكسري 

  ʏالتفك؈ف ࢭ ʏذا النوع اݍݨديد من المعادلات المتعلقة بالمالعادي فإنه من الطبيڥɺشتقات  فضاءات مماثلة تُوفر إطارًا مناسبًا ل

  ، وȋالتاڲʏ التفك؈ف ࢭʏ المشتق الكسري الضعيف وȋمفɺوم التوزʉعات.كسرʈة الرتبة

  ʏا  2011سنة  ࢭɸعدȊ الت  استخدم  ، وما  الطرʈقة  لمسائل  رʈ ايغباحثون  حلول  وجود  لإثبات  حدذات  ة    ية قيم 

ولɺذا الغرض، تم استحداث فضاء    .حقيقي محدود  مجالليوفيل عڴʄ  –غ؈ف اݍݵطية من نوع رʈمان  )Dirichlet(  هليخديرʈل

بـ   له  يُرمز  𝐸଴جديد 
ఈ,௣ ُʇ والذي  التواȊع  عرّ ،  فضاء  ملاصقة  بأنه  الاختبارʈة(ف  يُ   اوفقً   ) الدوال  Ȋعناية،  مختار   لنظيم 

ّ
ل  مث

0  ، حيث𝛼ليوفيل ومن رتبة حقيقية  –مجموع النظيم؈ن للدالة ومشتقْڈا الكسرʈة الʋسرى من نمط رʈمان < 𝛼 < 1 ، 
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 حيث يُ   ،𝐿௣ࢭʏ الفضاء 
ّ
 . إن ɸذا التعرʈف يُ 1ا أك؄ف من  ا حقيقيً عددً   𝑝 ل مث

ّ
𝑊଴رنا بالتعرʈف الكلاسيɢي للفضاء  ذك

ଵ,௣  . وقد

  المتناسبة مع مسألْڈم المراد حلɺا.  ،م المؤلفون Ȋعض اݍݵصائص لɺذا الفضاءقدّ 

 لفضاءات سوȋولا   )D. Idczak(  م إيدȖشاكقدّ   ،2013ࢭʏ سنة  
ً

- ف الكسرʈة من نوع رʈمانوآخرون Ȗعرʈفًا شاملا

ستخدمة ل  ڈاذاٮ   باتباع الطرʈقة وذلك  ،  𝑊ఈ,௣يوفيل، وʈُرمز لɺا بالرمز  ل
ُ
إثبات  تم   وقد  العادية.  سوȋولاف  فضاءات  تعرʈفالم

ال  ،اɲعɢاسية، وقابلة للفصل  أٰڈامتɢافئ؈ن، و   لنظيم؈ن   اأٰڈا فضاءات نظيمية وفقً  ࢭ𝑝   ʏحققɺا  ي الۘܣ    ذاٮڈا  ط رو ش ࢭʏ ظل 

  كما الفضاءات العادية.
ُ
ومٔڈا ما   ،، مٔڈا ما ɠانت مستمرة𝐿௤) ࢭʏ الفضاءات embeddings( يناتباالتمن    مجموعة متدّ ق

تم إثبات مجموعة من التباينات مشا٭ڈة إڲʄ حد Ȋعيد لتلك الۘܣ تم تناولɺا ࢭʏ    ،فيما Ȋعدو .  لɺذه الفضاءات  ɠانت م؅فاصة

  فضاءات سوȋولاف ذات المشتقات العادية.

   ، ) ومن معهC. E. T LedesmaأثȎت س؈قار لودʇسما (
ُ
ɲ بحث ʏولاف الكسري    ، 2021شر سنة  ࢭȋأن فضاء سو

ا إڲʄ  زال الأبحاث جارʈة ࢭɸ ʏذا اݝݨال، جنبً ت  وما  ليوفيل.–يختلف عن فضاء سوȋولاف الكسري من نوع رʈمان  𝐻ఈالمعروف  

  جنب مع دراسة اݍݰلول الضعيفة ݝݵتلف مسائل القيم اݍݰدية ذات المشتقات كسرʈة الرتبة. 

 1993قام سامɢو ومن معه (وقد  
ُ
Ȗ ار الأولية الۘܣɢوم  عرّ ) بتقديم مجموعة من الأفɺف المشتق كسري الرتبة بمف

ليوفيل إنما يقوم عڴʄ جداء تزاوج ب؈ن دالة قوة  –أن Ȗعرʈف المشتق بمفɺوم رʈمان  عڴʄالأفɢار  ɸذه التوزʉعات. تقوم Ȋعض

فإننا سɴنݬݳ ࢭȖ ʏعرʈف الاشتقاق الكسري    ،والدالة المراد حساب الاشتقاق علٕڈا، فإذا استطعنا Ȗعميم جداء ال؅قاوج ɸذا

ɸع، وʉوم التوزɺالف؅فة الأخ؈فة  وبمف ʏعات ذات كما تم أيضً   .ما تم العمل عليه ࢭʉسبة للتوزɴف المشتق كسري الرتبة بالʈعرȖ ا

م؅ التوزʉعات  من  وغ؈فه  ديراك  لتوزʉع  كسرʈة  مشتقات  ظɺرت  وɸكذا  الم؅فاصة،  بطرʈقة  اݍݰوامل  وذلك  اݍݰامل،  فاصة 

  مستقلة عن استخدام جداء ال؅قاوج. 

  

  آفاق البحث ࡩɸ ʏذا الفرع  .6

رʈمان نمط  من  الاشتقاق  Ȗعرʈف   ʄإڲ النظر  وخصائصه–عند  مدى ܷݵامة    ،ليوفيل  يتوقع  أن  للباحث  يمكن 

  وغ؈فɸا.  ،المسائل الۘܣ تɴتظر الدراسة، ومٔڈا المعادلات التفاضلية ومسائل القيم اݍݰدية

فإنه من الطبيڥʏ ظɺور أبحاث    ،ف عڴʄ مستقيم الأعداد اݍݰقيقيةليوفيل معرّ –ȋما أن الاشتقاق بمفɺوم رʈمان و 

الرتبة التفاضلية كسرʈة  بالمعادلات  ما   .تتعلق  الضعيف  المشتق  التناول ي  وحيث إن  فإن ɲسبة ܷݵمة من    ،زال محدود 

الأبحاث توجɺت نحو اݍݰلول القوʈة للمعادات التفاضلية والمسائل ذات القيم اݍݰدية الكسرʈة، والۘܣ Ȗعتمد ࢭʏ معظمɺا  

  عڴʄ مختلف الصيغ اݍݵاصة بم؄فɸنات النقطة الصامدة. 

ا وأن خصائص فضاءات زال Ȗس؈ف بطرʈفة محȘشمة، خصوصً ت  فإٰڈا ما  ،أما الأبحاث اݍݵاصة باݍݰلول الضعيفة

  بلور Ȋعد.تُ سوȋولاف كسرʈة الرتبة لم 

مثل البلاطات متعددة الوجوه، حيث يمكن تقديم  تم تقديم المشتقات اݍݨزئية كسرʈة الرتبة ࢭʏ حالات خاصة تُ 

وɸذا يقودنا إڲʄ سلسلة  .م يتم تناول اݍݰالات العامة إلا ࢭʏ مجموعة قليلة من الأبحاث لبʋنما  ،المشتقات فٕڈا Ȋسɺولة تامة

  ،الۘܣ لو تم حلɺا ، طوʈلة من المسائل
ً
  من ب؈ن ɸذه المسائل نجد:  ا جديدة ࢭɸ ʏذا الفرع.لفتحت لنا آفاق

  ًميادين عامة، وذلك اعتماد ʏعاد وࢭȊالفضاء متعدد الأ ʄعميم الاشتقاق كسري الرتبة إڲȖ  ةʈنظر ʄيۚܣا عڴȋفو  

)Fubini ًنادȘأن المشتق الكسري معرف اس ʄامل.) بالنظر إڲɢت ʄا إڲ 

   ؈فة (التدرجɺعميم المؤثرات الاشتقاقية الشȖgrad  التفرق ،div  الدوار ،rot  لابلاس ،𝛥  ةʈلتصبح مؤثرات كسر (

 الرتبة.
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   صيغة مثل:  الشɺ؈فة  والدسات؈ف  النظرʈات  وَ Green(  رʈنغȖعميم  ومتباينة  Stockes(  ستوكس)    بوانɢارʈه ) 

)Poincaré .( 

 ة الرتبة ذات متغ؈فات متعددʈولاف كسرȋةفضاءات سو .  

  و٭ڈذا يمكننا الولوج إڲʄ مسائل ذات قيم حدية مرتبطة بمشتقات كسرʈة الرتبة. 

ٮڈا، وأنه يɴتظرنا الكث؈ف من اݍݨɺد والوقت للوصول ٭ڈا إڲʄ  ازال ࢭʏ بدايت  وɸكذا، نجد أن الأبحاث ࢭɸ ʏذا الميدان ما

 ɸ  )Hilbertيل؄فتȋوانɢارʈه وَ أيام رʈمان وَ   ۘܣ ɠانت عليهبداية المستوى ال
ً

) Schwartz(  شوارتز ) وَ Leray(  ل؈في  عن  )، فضلا

 وسوȋولاف.
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 لوʋȋتال غيوم يȎن؅قلا غوتفرʈد

  

 
 


