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 مقدمة  .1
 
ّ

 مفيدين لأي طالب علم:   الله، شعر للإمام الشافڥʏ رحمه من ال  نر ࢭʏ البداية بȎت؈أذك

 أڎʏ لن تنال العلم إلا Ȋستةٍ ... سأنȎيك عن تفصيلɺا بȎيانِ 

 
ٌ
 أستاذٍ وط ذɠاءٌ وحرصٌ واجْڈادٌ وȋُلغة

ُ
ݰبة ــ... وܵ ـــ ــ ــ  ولُ زمانِ ــ

 
ً

 لتدرʉس الرʈاضيات لأجيالɺا الناشئة، وتكمن وراء ذلك بالتأكيد أسباب معينة.  تنفق جميع الدول ࢭʏ العالم أموالا

ا؟  ا ضرورʈً ا مجتمعيً يحق للمرء التفك؈ف ࢭʏ أسئلة من قبيل: ما ۂʏ الأسباب الۘܣ تجعل تدرʉس الرʈاضيات مشروعً   ،ولذلك

 س للناشئة؟ وȋالأحرى، ما ۂʏ الرʈاضيات التعليمية؟ درّ وما ۂʏ الرʈاضيات الۘܣ تُ 

ا إن تدرʉس الرʈاضيات ʇستمد مشروعيته اݝݨتمعية من سȎب؈ن  فيما يتعلق بالسؤال الأول، يمكن القول عمومً 

 ɸما:  ،رئʋسي؈ن

ا  تطوʈر وتنمية المɺارات العقلية الاستɴباطية لدى الناءۜܡ، وذلك لɢون الرʈاضيات تمثل النموذج الأك؆ف وضوحً   - أ

الضروري ݍݰياة الأفراد وݍݰياة اݝݨتمع. وʈمكن الزعموحضورً  الȎشري الاستɴباطي  بأن    ،دون مبالغة  ، ا للتفكر 

 
ّ
 Ȗعل

ّ
 . ا فن ال؄فɸانأو أيضً   ،م حِرفة ال؄فɸانم الرʈاضيات ɸو Ȗعل

الȎشرʈة  -ب المعارف  من  الكث؈ف  واستخدام  وتطوʈر  لفɺم  ضروري  علم  ɠالف؈قياء    ، الرʈاضيات  الدقيقة  العلوم  مثل 

 وغ؈فɸا.  ،والكيمياء، وعلوم المɺندس؈ن مثل الإعلام الآڲʏ والإلك؅فونيك والآلية
  إڲʄ ضرورة   ،اݍݨامعاتࢭʏ  وحۘܢ    ،؟ۜܣ الرʈاضيات بالمدارس الابتدائية والمتوسطة والثانوʈةدرّ وʈجب لفت انȘباه مُ 

 نصب أعئڈم  الɺدف الأول المرجو من تدرʉس الرʈاضياتوضع  
ً

ا أك؄ف للشباب الناءۜܡ لتحقيق   فرصً ، وذلك لɢي ʇعطوا أولا

 لɢي يمنحوا ɲشاطاٮڈم التعليمية معان حقيقية جادة وخالية من العبث. ،اأɸدافه المشروعة ࢭʏ اݍݰياة، وثانيً 

سة عڴʄ نظرʈة اݝݨموعات  الرʈاضيات المؤسَّ   أييمكن القول إن الرʈاضيات التعليمية ۂʏ الرʈاضيات الɢانتورʈة،  

؟ۜܣ الرʈاضيات اݍݨادين الإلمام بالمبادئ  درّ عڴɸ ʄذا، يɴبڧʏ عڴʄ مُ  وعڴʄ المنطق الرʈاعۜܣ الكلاسيɢي. بناءً  )ɢ )Cantorانتور ل

 اطلاعً   الاطلاعالأساسية لɺذه النظرʈة، و 
ً

مثل المعرفة الɢاملة بمعاɲي الروابط    ، عڴʄ المبادئ الأولية للمنطق الكلاسيɢيا ɠاملا

 ا. وȋمبادئ الاستɴباط الأك؆ف شɺرة واستخدامً  ،والمعرفة المقبولة بالمسلمات المنطقية ، المنطقية ࢭʏ إطار ɸذا المنطق

 حدّ 
ّ
مسل عشر  الرʈاضيات  علماء  س مات  د  باسم  ل  تُؤسِّ الرʈاضيات  أبجديات   ʏࢭ والمعروفة  اݝݨموعات،  نظرʈة 

" 
ّ
 مسل

ّ
 مة الاختيارمات زرميلو وفرانɢل + مسل

ّ
   وف". ومن جانّڈم، اعتمد خ؄فاء التعليم ومؤل

ّ
مات  كتب الرʈاضيات ɸذه المسل

ش؈فɠأɸداف Ȗعليمية قاعدية ࢭʏ عملية تدرʉس الرʈاضيات. وɴʈبڧʏ، كما  
ُ
ما،  إڲʄ ذلك آنفً   أ

ّ
ن  و الرʈاضيات اݍݨادّ   وسمدرّ   أن يُل

ا معرفة خمس مٔڈا، والۘܣ سɴتحدث عٔڈا ࢭɸ ʏذا اݍݨزء. ولمساعدة القارئ الكرʈم عڴʄ  كفٕڈم مبدئيً ت٭ڈذه المسلمات، ورȋما  
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شار  ا ما ʇُ "، وكث؈فً Zermelo-Fraenkel Axioms + Axiom of choice":  ل؈قيةɢ، نورد اسمɺا بالإناسرʉعً   الاطلاع علٕڈا

 . ZFCإڲʄ نظرʈة اݝݨموعات المستخدمة ࢭʏ الرʈاضيات التعليمية بالاسم    ااختصارً  ࢭʏ الكتب

حۘܢ يص؈ف بمقدوره معرفة طرʈقة    ،أن ʇعرف مدرس الرʈاضيات لغة نظرʈة اݝݨموعات  أيضًا  من الأمور الأساسية

  ة معرفة ɠاملة. اتيتɢوʈن الصيغ الرʈاضي

 
ُ
ِ لقد أ

ا  ا وسندً ا لتحقق الɺدف؈ن المشار إلٕڈما، وȋذلك يص؈ف عونً ɸذا المقال حول الرʈاضيات التعليمية تحديدً   عدَّ

  ؟ۜܣ الرʈاضيات ࢭʏ السنوات اݍݨامعية الأوڲʄ.؟ۜܣ الرʈاضيات ࢭʏ المدارس الثانوʈة، ولمدرّ درّ ݍݨميع مُ 

الرʈاضي  اللغة   ʏوۂ اݝݨموعات،  نظرʈة  لغة  المقال  لكتابة  اتيʇعرض  الضرورʈة  العالمية  الرʈاضيات    ɠلة  قضايا 

 ًʈالمعتمَ رمز ʏي الأوڲɢاعۜܣ الكلاسيʈاضيات. يُ ا، والمبادئ الأولية للمنطق الرʈذه الرɸ سʉتدر ʏسط  م المقال واحدً قدّ د ࢭȊا من أ

الرʈاضينُ  ألفة واستخدامً   اȖيظم الاستدلال  الرʈاضيوأك؆فɸا  ال؄فاɸ؈ن   ʏࢭ الۘܣ  اتيا  الܶݰيحة،  ة. كما تم تضمينه الطرʈقة 

حة. إحدى الغايات من ɸذا التضم؈ن  ي سو المنطق ࢭʏ إعداد دروسɺم، لتعرʈف الصيغ والمبادئ الܶݰدرّ اɸا مُ ف؅فض أن يتȎنّ يُ 

ة خدمة لتعلم حرفة  م أيّ قدّ تȎيان الɺدف اݍݰقيقي من تدرʉس جداول الܶݰة ࢭʏ برامج المنطق، وɸو الɺدف الذي لا يُ   ʏۂ

سّ با ، علمً اȖيال؄فɸان الرʈاضي
ُ
  ا من أجل ترسيخ ɸذه اݍݰرفة ࢭʏ الأذɸان. س تحديدً أن المنطق أ

 ّۚ علٕڈا غالبية علماء الرʈاضيات ࢭʏ بداية القرن العشرʈن، وۂʏ عرض ɸذا العلم  اتفق  ܢ المقال وجɺة النظر الۘܣ  يȘب

ة عالمية ۂʏ لغة ɸذه النظرʈة. ولا يحتوي عڴʄ أمور جديدة حول المنطق  اتيوȋواسطة لغة رʈاضي ، ࢭʏ إطار نظرʈة اݝݨموعات

أنه،    اȖيالرʈاضي  ʏميته ࢭɸنما تكمن أ୒اضيات، وʈي والرɢناول موضوع  لا توجد  حسب المؤلف،  بالكلاسيȘية تȋنصوص عر

الفرɲؠۜܣ   "اݍݨ؄ف" للأستاذ  كتاب   ʏࢭ المعروض  النص  باستȞناء  اللɺم  ذاٮڈا،  بالطرʈقة  التعليمية    روڊʏ غودمان الرʈاضيات 

(Roger Godement)  به. جميع الكتبʈوسف عتيق بتعرʈوالذي قام الأساتذة مختار عبيد وأبو بكر خالد سعد الله و ،

محلية أو قادمة من مصر أو سورʈا، والۘܣ قام المؤلف  سواء ɠانت  من المنطق الأوڲʏ،    اجانبً   ، الۘܣ تȘناول المصاغة بالعرȋية

ا آخر  بمعاينْڈا، لا تȘناول سوى جداول اݍݰقيقة، وɸذا ʇعۚܣ أٰڈا لا تȘناول المنطق كما يɴبڧʏ، و୒نما تȘناول بالأحرى موضوعً 

Ȋعملية   أضرّ  ثمة فɺم المنطق الأوڲʏ عڴʄ الرغم من Ȋساطته، ومن  ، أعاق ࢭʏ نظر المؤلف ذا،وɸ .(Boole) بول يتعلق بجبور 

  تدرʉس الرʈاضيات الأولية. 

المقال   دقيق جدً ا قص؈فً نصե   أيضًايتضمن  ولكنه  طالب  ا،  الۘܣ  الصورʈة،  والرʈاضيات  الصورنة    ɸيل؄فت ا، حول 

(Hilbert)    شرهɲمقالاٮڈم والاستفادة منه و ʏمكن لطلاب فلسفة العلوم استخدامه ࢭʈن. وʈبداية القرن العشر ʏا ࢭɺسʋبتأس

 لدٱڈم. 

 ُʇ  ʏاضياعۚܢ اݍݨزء الثالث باݍݰديث عن معۚܢ اݍݰقيقة ࢭʈيلمنطق الرȖة اݝݨموعات    اʈساق نظرȖي وعن اɢالكلاسي

 المنقوصة مسلمة الاختيار. 

 
2.   ʏاݍݰقيقة ࡩ𝐂𝐌𝐋  

 
ُ
ɲ اضسّ׿ʈر نظرʈة  اللغة  ياتيܣ   ʄعڴ مبɴية)  (أو  مؤسسة  كلاسيكية  ثلاثية  𝔏ଵSetة  الشɢل  ɠل  Th  من  =

(𝔏ଵSet, CML, Γ) حيث ،For(𝔏ଵSet) ⊇ Γ.   ُت  ʄدڤΓ   
ّ
 Thm୻دڤʄ ، وتُ Thمات غ؈ف المنطقية للنظرʈة بمجموعة المسل

Thm୻بمجموعة صيغɺا القابلة لل؄فɸان (الܶݰيحة). وعڴɸ ʄذا الأساس توصف أية صيغة   ∋ 𝑃    ةʈالنظر ʏݰيحة ࢭ بأٰڈاܵ 

Th.  

  اȖيم ࢭʏ براɸ؈ن صيغɺا الܶݰيحة ɸو المنطق الرʈاضيبأٰڈا كلاسيكية، لأن المنطق المستخدَ   Thف النظرʈة  وصَ تُ 

   Thة ب؈ن  اتييطابق مؤلفو الكتب الرʈاضي  ما  اغالبً الكلاسيɢي. و 
ّ
 Γماٮڈا غ؈ف المنطقية  ومجموعة مسل

ً
 من أن يقال  ، فبدلا

  ا. وɸذا ما سنȘبناه فيما يڴʏ.جرّ  تحقق كذا وكذا"، وɸلمّ  Γتحقق كذا وكذا"، يقال "النظرʈة   Th"النظرʈة  
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,𝔏ଵSet)الثلاثية   ى ما ۂʏ ࢭʏ اݍݰقيقة سو   ZFCنظرʈة اݝݨموعات  CML, ZFC).   
ّ
مات  ونذكر أن مجموعة المسل

 عڴʄ  بالضرورةوي تغ؈ف المنطقية لɢل نظرʈة ࢭʏ الرʈاضيات التعليمية تح 
ّ
  .ZFCمات  مجموعة المسل

المنطق   أن  واستخدامً   CMLبما  شɺرة  الأك؆ف  النموذج  الأخرى،  ɸو  الاستɴباطي  المنطق  أنواع  جميع  ب؈ن  من  ا 

عدّ  فاݍݰقيقة فيه 
ُ
Ȗ :ʏذا الأساس لدينا ما يڴɸ ʄان. وعڴɸنة لل؄فʈقر  

   ،Γ" ࢭʏ النظرʈة  is true  𝑃"ܵݰيحة    𝑃نقول إن    ⦁
ً
Thm୻، أي إذا ɠان  Γ  ا منإذا ɠانت قابلة لل؄فɸان انطلاق ∋ 𝑃    أوΓ ⊢

𝑃  .ȋة  وʈالنظر  ʏࢭ لل؄فɸان  قابلة  غ؈ف  أو  لل؄فɸان  قابلة  صيغة  "ɠل  المرفوع،  الثالث  مبدأ  أيضً Γحسب  أو  صيغة    :ا"،  "ɠل 

" كما يڴΓ  ʏغ؈ف قابلة لل؄فɸان ࢭʏ النظرʈة  𝑃". وʈمكن صياغة القضية "الصيغة Γܵݰيحة أو غ؈ف قابلة لل؄فɸان ࢭʏ النظرʈة 

اݍݵلط ب؈ن "عدم يɴبڧʏ    لا  اݍݰذر الشديد ࢭɸ ʏذه اݍݰالة، إذ  جب توڎʏ"، ولكن يΓغ؈ف ܵݰيحة ࢭʏ النظرʈة    𝑃"الصيغة  

 :ʏعرفه فيما يڴɲ الܶݰة" و"اݍݵطأ"، الذي 

غ؈ف    𝑃¬. وʈمكن Ȗعوʈض اݍݨملة "Γܵݰيحة ࢭʏ النظرʈة    𝑃¬إذا ɠانت    Γ" ࢭʏ النظرʈة  is false  𝑃"خاطئة    𝑃نقول إن    ⦁

". ولذلك، حسب مبدأ الثالث المرفوع، "ɠل صيغة خاطئة  Γغ؈ف خاطئة ࢭʏ النظرʈة  𝑃 " باݍݨملة "Γࢭʏ النظرʈة  قابلة لل؄فɸان  

 ".Γأو غ؈ف خاطئة ࢭʏ النظرʈة  

" Γل؄فɸان ࢭʏ النظرʈة  لغ؈ف قابلة    𝑃القضية "   ذاٮڈا  " لʋست ۂΓ ʏخاطئة ࢭʏ النظرʈة  𝑃 ا أن القضية " لاحظوا جيدً 

"). وعڴɸ ʄذا الأساس، لا يحق لنا تطبيق مبدأ الثالث المرفوع للقول إن  Γܵݰيحة ࢭʏ النظرʈة    𝑃(النفي المنطقي للقضية " 

  إذ إن ا،  عڴʄ العكس، ɸذه القصية غ؈ف ܵݰيحة عمومً بل  " ܵݰيحة.  Γالقضية "ɠل صيغة ܵݰيحة أو خاطئة ࢭʏ النظرʈة  

الرʈاضي النظرʈات  اللغة  اتيغالبية   ʄعڴ المؤسسة  وغ؈ف    ǿي لاٰڈاعدد  عڴʄ  وي  تتح   𝔏ଵSetة  الܶݰيحة  غ؈ف  الصيغ  من 

 ʏعرفاݍݵاطئة، وۂʇُ ات ب ماʈذه النظرɸ ٰڈا غ؈ف مكتملة. أبالصيغ غ؈ف القابلة للإقرار. توصف  

ʏ المنطق التجرʈۗܣ الف؈قياǿي، يتم المطابقة ب؈ن  كذلك ࢭو   ،المسيطر عڴʄ عقول اݍݨميع  ،ࢭʏ المنطق التجرʈۗܣ العادي

الܶݰة وعدم  تلقائيً   ، اݍݵطأ  ʇعت؄فون  الȎشر   لأن 
ً

مكتملا المنطق  ɸذا  ݯݪݨً قدّ وʈُ   .ا  الف؈قيائيون  أن  م   ʄعڴ للتأكيد  كث؈فة  ا 

 مكتمل.  غ؈فالكلاسيɢي  اȖيأن المنطق الرʈاضي del)ö(G غودلأثȎت  ࢭʏ المقابل،منطقɺم التجرʈۗܣ مكتمل. 

ا، وȋتعب؈ف آخر، ɠل  ܵݰيحة وخاطئة ࢭʏ آن معً تɢون  لا توجد صيغة    ،𝔏ଵSet  سة عڴʄ اللغةة نظرʈة مؤسّ ࢭʏ أيّ   .4  م؄فɸنة

  ا غ؈ف ܵݰيحة. صيغة خاطئة ۂʏ حتمً 

For(𝔏ଵSet)لɴستخدم مبدأ برɸان اݍݵطأ بالتناقض. وعليه، لتكن    ؄فɸان.ال ⊇ Γ 
ً

 𝑃 أنه توجد صيغة  ، ولنفرض جدلا

    يمكننا أن نكتب ما يڴʏ:  ،. ࢭɸ ʏذه اݍݰالةΓا ࢭʏ النظرʈة ܵݰيحة وخاطئة معً 

1. Γ ⊢ 𝑃  (فرضية)  

2. Γ ⊢ ¬𝑃  (فرضية) 

3. 𝑃, ¬𝑃 ⊢ 𝑃 ∧ ¬𝑃   حسب مبدأ إدخال الرابط)∧ ( 

4. Γ ⊢ 𝑃 ∧ ¬𝑃  3وَ  2وَ  1(حسب ( 

5. 𝑃 ∧ ¬𝑃 ⊢ 𝑄  حسب مبدأ)Ex Falso Quodlibet  حيث ،( For(𝔏1Set) ∋ 𝑄   

6. Γ ⊢ 𝑄  5وَ  4(حسب ( 

7. Thm୻ = For(𝔏ଵSet)  لأن ،𝑄 الصيغة كيفية . 

ا، وعلينا التخلص من ɠل الفرضيات مؤدية إليه.  متناقضة. ɸذا الوضع لا يجب أن نصل إليه أبدً   Γندرك أن النظرʈة    7من  

  ∎ . انتࢼܢ ال؄فɸان. 2وَ  1تحقق  𝑃وعڴɸ ʄذا الأساس لا توجد صيغة  
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  ʏعة بك؆فة ࢭǿستخدم ݯݨّة شا
ُ
Ȗ  ،العادي التجرʈۗܣ  سميه علماء  يحقق ما ʇُ   أنه  اتلقائيً   وذلك لأننا نف؅فضالمنطق 

، لأنه بɢل Ȋساطة لا يحقق خاصية الانفصال المشار إلٕڈا.  CMLا ࢭʏ المنطق  المنطق بخاصية الانفصال، بيد أٰڈا خاطئة تمامً 

  :التاڲʏ ا ࢭʏ التɢافؤɸذه اݍݱݨة تتمثل تحديدً 

𝑃  الصيغة ⟺  ܵݰيحة 𝑄  ܵݰيحة أو الصيغة 𝑃 الصيغة ∨ 𝑄 ܵݰيحة    (*)  

التاڲʏ، الذي   ، وʈجب اسȘبداله بالاستلزامCMLخاطئ ࢭʏ المنطق لكنه ع المنطق التجرʈۗܣ، ا ܵݰيح ࢭʏ جميع أنو وɸو تɢافؤ 

  :CMLࢭʏ   اܵݰيحً ʇُعدّ 

𝑃  الصيغة ⟸  ܵݰيحة 𝑄  ܵݰيحة أو الصيغة 𝑃 الصيغة ∨ 𝑄  ܵݰيحة  

  

  ، وɸما: ZFCين شɺ؈فين غ؈ف قابل؈ن للإقرار ࢭʏ نظرʈة أأعرض ɸنا مبد

  بحيث  ℝ ࢭ𝑋 ʏ  لا توجد مجموعة جزئية وغ؈ف منْڈية لɢانتور. 𝐂𝐇  فرض المستمر

ℵ଴ = cardℕ < card𝑋 < 𝔠 = cardℝ = 2ℵబ . 
  

,𝑋)  لتكن .𝐒𝐏  (Suslin) سوسل؈ن مسألة    ، وتحقق الشروط التالية: اا ɠليً مجموعة مرتبة ترتʋبً  (≥

1.  (𝑋, ≤)  ʏل مجموعة جزئية غ؈ف خالية ومحدودة ࢭɠ تامة؛ بمعۚܣ أن𝑋 ؛ حدً  تملكʄا أعڴ  

2 .(𝑋, 𝑋  كثيفة؛ بمعۚܢ أنه من أجل ɠل (≥ ∋ 𝑥 لɠو  𝑋 ∋ 𝑦 يحققان  𝑥 < 𝑦يوجد ،  𝑋 ∋ 𝑧 بحيث  𝑥 < z < 𝑦؛  

3 .(𝑋, ≤) ʏن الأك؄ف والأصغر ࢭʈغ؈ف محدودة؛ بمعۚܢ أن العنصر  𝑋 ن؛ يغ؈ف موجود  

4 .(𝑋, ≤)   ʏل عائلة مجالات منفصلة مثۚܢ مثۚܢ ࢭɠ تحقق شرط السلسلة القابلة للعد؛ بمعۚܢ أن𝑋 ،قابلة للعد  

,𝑋)  ࢭɸ ʏذه اݍݰالة يوجد Ȗشاɠل مجموعات مرتبة ب؈ن  ,ℝ)وَ  (≥ ≤ℝ).  

  

م بܶݰة أحدɸما،  ا ࢭʏ مواقفɺم حيال ɸذين المبدأين؛  فعلماء الرʈاضيات أحرار تمامً   ،وɸكذا ِ
ّ
فلɢلٍّ مٔڈم أن ʇسل

  .أو بنفيه المنطقي، أو أن ٱڈمله بȎساطة

أن   ࢭSP    ʏوَ   CHلاحظوا  خاطئان  ولا  ܵݰيحان  ذلك  ZFCلا  ومع  CHن  ؈ الصيغتفإن  ،  ∨ ¬CH   َو SP ∨

¬SP ʏܵݰيحتان ࢭZFC  افؤɢذا يخالف بوضوح التɸحسب مبدأ الثالث المرفوع. و(*) .  

كمسلمة غ؈ف منطقية جديدة إڲ𝑃   ʄا إضافة  " Ȗعۚܣ تحديدً 𝑃، اݍݨملة "نفرض أن  Γنظرʈة    ضمنࢭʏ إطار العمل  

Γ  ،اݍݨملة "نفرض أن    أما𝑃    "نفرض أن    فتعۚܣܵݰيحة"𝑃    ةʈالنظر ʏان ࢭɸقابلة لل؄فΓ  نما اݍݨملة "نفرض أنʋب ،"𝑃  "خاطئة  

  ".Γقابلة لل؄فɸان ࢭʏ النظرʈة   𝑃¬"نفرض أن   Ȗعۚܣ

  

 اȖساق نظرʈة اݝݨموعات المنقوصة مسلمة الاختيار .3
 ɸا وتطوʈر عڴʄ أسس صلبة إڲʄ إدخال نظرʈة اݝݨموعات    اȖيت اݝݰاولات الرامية إڲʄ بناء التحليل الرʈاضي لقد أدّ 

 ا رتباɸذا الإنجاز الاستȞناǿي    قد ارتبطبل ɠانتور ࢭʏ ٰڈاية القرن التاسع عشر. و من قِ 
ً
باف؅فاض وجود مجموعات غ؈ف    ا ا وثيقً ط

تعلق بمعۚܢ  تمفارقات    النظرʈة اݍݨديدة  ɸذه   ࢭʏ  ا أن تɴشألم يكن مستغرȋً   ،من ɸنا و منْڈية عصية عڴʄ الفɺم والاسȘيعاب.  

ذات الطاȊع المنطقي اݝݰض، والۘܣ ɲشأت    ،(Russell)  راسلمفارقة    ɸذه المفارقات   ࢭʏ الرʈاضيات. ولعل أشɺر  "الوجود"

  ن اف؅فاض وجود مجموعة عناصرɸا ۂʏ عڴʄ وجه التحديد تلك اݝݨموعات الۘܣ لا تحتوي عڴʄ نفسɺا كعنصر. ع
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تأسʋس الرʈاضيات عڴʄ   إڲɸ ʄيل؄فت دعاحول نظرʈة اݝݨموعات والمفارقات المرتبطة ٭ڈا، المثارة ولتجاوز الشɢوك  

 ، مق؅فحً صلبة  أسس جديدة
ً
 ، (Brouwer)  رʈو ابر لتحقيق ذلك. من جانبه طالب    ا ࢭʏ الوقت ذاته نظرʈته لل؄فɸان وسيلة

  بȎناء الرʈاضيات عڴʄ أسس المذɸب اݍݰد؟ۜܣ، الذي ɠان يؤمن به.  ،وللغاية عئڈا

كموضوعات للنظر الفكري    تؤخذأن    ،علماء الرʈاضيات  ࢭʏ أوساط  وʈراا من بر اق؅فح ɸيل؄فت، الذي ɠان أشد تأث؈فً 

. وɸكذا يɴبڧʏ أن تɢون موضوعات النظر الفكري  العبارات حول ɸذه الأشياءة ࢭʏ حد ذاٮڈا، و୒نما  اتيلʋس الأشياء الرʈاضي

 جُ المركزʈة  
ً

 تُ   ملا
ّ
ذات    Ȋ  𝐴عض الأشياءعند النظر ࢭʏ العبارة الۘܣ تقول إن "  ،فعڴʄ سȎيل المثال   .ة معينةاتيل عبارات رʈاضيمث

موجودةاݍ المعطاة  الأشياء  ݵصائص  الاعتبار  ع؈ن   ʏࢭ نأخذ  نفسɺا    𝐴"، فلا  اݍݨملة  بل  وجودɸا،  اݍݨملة  ɸذه  تؤكد  الۘܣ 

ا أن تɢون منْڈية. وتُطبق طرق  ة، والۘܣ يف؅فض غالبً اتيالمكتوȋة عڴɸ ʄيئة Ȗسلسل منته (ɠلمة) من حروف أبجدية لغة رʈاضي

بɴيْڈا    ʄإڲ و୒نما  اݍݨمل،  محتوى   ʄإڲ النظر  التطبيقات،  ɸذه  أثناء   ʏبڧɴي ولا  اݍݨمل.  ɸذه  مثل   ʄعڴ المنطق   ʏࢭ الاستدلال 

النحوʈة فقط. أخ؈فًا، يجب اعتبار مجموعة معينة من اݍݨمل مȘسقة إذا لم يكن من الممكن أن ɲستɴتج مٔڈا بواسطة طرق  

ت بمبدأ  عرف ɸذا المق؅فح ࢭʏ أبجديات أسس الرʈاضياجملت؈ن متناقضت؈ن، الواحدة مٔڈما ۂʏ نقيض الأخرى. ʇُ الاستدلال  

الشɢلنة   أو  إڲʄ    (Formalism)الصورنة  يɴُسب  وʉُ الذي   ɸيل؄فت، 
ّ
ɢة  شʈالصور الرʈاضيات  أساس   Formal)ل 

mathematics) .  

   مفادɸاإڲʄ رؤʈة جديدة ترافق ظɺورɸا مع مق؅فح ɸيل؄فت،    ɸنا  وتجدر الإشارة
ّ

ن أحدɸم من إثبات  أنه عندما يتمك

مثل اݝݨموعات غ؈ف المنْڈية، أو تؤدي إڲʄ   ،ة عصية عڴʄ التصور اݍݰد؟ۜܣاتياȖساق مجموعة جمل تتضمن ɠائنات رʈاضي

الɢائنات    إنهوجودɸا، ف    عڴʄ نحو ما يُفɺملا يثȎت وجود ɸذه 
ُ
المث   إمɢانية   ،بالأحرى   ، ، و୒نما يثȎتيفلاطوɲالأ ل  ࢭʏ مذɸب 

ظɺر ɸذه الرؤʈة الفرق الرئʋس  ا ࢭʏ الفكر. وتُ ا وتناقضً التعامل مع اݍݨمل الواصفة لɺذه الɢائنات دون أن يحدث ذلك ضررً 

  ب؈ن الصورنة والأفلاطونية.

الصورʈة الرʈاضيات  لتأسʋس  ɸيل؄فت  برنامج   ʏࢭ الأساسية  النقاط  إحدى  المسموح  عن  إعلانه    ،ɠانت  الوسائل 

 خدامباست
ّ
  أطلق علٕڈا اسمطرق معينة دون غ؈فɸا،    عتمادقد طالب بافمات اݝݵتلفة.  ɺا ࢭʏ إثبات اȖساق مجموعات المسل

الانْڈائية" الاستدلال  وطالب"طرق  ش؈ف    ، ، 
ُ
أ  ب  ، اآنفً إليه  كما 

ّ
المسل "مجموعات  الاستɴتاجات"  اعتبار  و"مجموعات  مات" 

"مجموعات ɠلمات" مصاغة بأبجدية منْڈية. وقد استغرق ɸيل؄فت وتلاميذه عشر سنوات ɠاملة، ۂʏ    بمثابة  المسȘندة إلٕڈا 

العشرʈن  عقد القرن  من  لب)1930-1920(  العشرɴʈيات  أساسية  اعت؄فɸا  والۘܣ  الانْڈائية،  النظرʈة  لتأسʋس  لʋس  ،  ناء 

  الرʈاضيات فحسب، بل وɠل علم دقيق. 

  ولɢي Ȗستوعب الرʈاضيات الصورʈة ɠل الرʈاضيات العادية، ضمن ɸيل؄فت برنامجه النقاط التالية:

  ،ة القادرة عڴʄ وصف ɠل مواضيع الرʈاضيات العاديةاتيتطوʈر ودراسة اللغات الرʈاضي  -1

  ،تطوʈر ودراسة نظم ال؄فɸان ࢭʏ الرʈاضيات، وȋخاصة المكتملة مٔڈا  -2

3-  
ّ
  ، مات مكتملة للرʈاضياتتطوʈر جمل مسل

  . إثبات اȖساق الرʈاضيات المɴشأة باݍݵطوات الثلاث السابقة -4

بأما   ɸيل؄فت  طالب  الذي  الصارم  مراعاته الشرط  أش؈ف-  ضرورة  سابقً جزئيً   إليه   وقد  اللغات  ف  - اا  أبجديات  تɢون  أن  ɺو 

   اȖية ونظم الاستدلال الرʈاضياتيالرʈاضي
ّ
ا  مات ɠلɺا مجموعات تراجعية أو مجموعات قابلة للتحديد خوارزميً وجمل المسل

ثȎت لاحقً أو مجموعات قابلة للإقرار خوارزميً 
ُ
. كما  ا)ا واحدً مثل مفɺومً ا ࢭʏ نظرʈة ال؅فاجع أن ɸذه اݝݨموعات الثلاث تُ ا (أ

  أن Ȗعتمد براɸ؈ن الاȖساق عڴʄ الطرق الانْڈائية وحدɸا.  اش؅فط 

نجزت
ُ
أ محتوى  حيث  Ȋسɺولة،    الأوڲʄ  1المɺمة    لقد  وصف   ʄعڴ القادرة  اݝݨموعات  نظرʈة  لغات  تطوʈر  تم 

مكتملة    HKالۘܣ أوردناɸا ɸنا. كما أثȎت غودل أن جميع نظم الاستدلال الɺيل؄فتية    𝔏ଵSetالرʈاضيات العادية، ومٔڈا اللغة  
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لا، وɸو ما  دلاليً 
ّ
دڤʄ ࢭʏ أبجديات الرʈاضيات بم؄فɸنة الاكتمال الدلاڲʏ  . نȘيجة غودل ࢭɸ ʏذا الشأن تُ 2المɺمة    نجاح إنجاز   مَث

ن غودل من خلال تقديمه لم؄فɸنۘܣ عدم الاكتمال الأوڲʄ والثانية استحالة إنجاز المɺمت؈ن  أخرى من ناحية    .لغودل ،  4وَ   3، ب؈َّ

  الأمر الذي أدى، فيما يقال، إڲʄ إصابته وɸيل؄فت بالإحباط الشديد.

عدّ  
ُ
Ȗ  ،اضياتʈالر ʏنائية ࢭȞنة استɸنة عدم الاكتمال الثانية لغودل م؄فɸي  م؄فȖاضياʈإذ لم تزعزع أسس الفكر الر

بأسره الغرȌي  الفكر  رɠائز  أيضًا  مست  بل  يڴʏ نص  .فحسب،  فيما  النظرʈة    الم؄فɸنة  وسنعرض  إطار   ʏࢭZF ةʈنظر  ʏوۂ  ،

  اݝݨموعات المنقوصة مسلمة الاختيار. 

For(𝔏ଵSet)لتكن   ⊇ Γ   
ّ
 Con୻، ول؇فمز بالرمز  ZF  مات مجموعة صيغ تراجعية ومحتوʈة عڴʄ مجموعة المسل

، بيد أٰڈا تبدو بوضوح منتمية  For(𝔏ଵSet)ا منتمية إڲʄ اݝݨموعة  ظاɸرCon୻   ًʈ". لا تبدو  مȘسقة  Γإڲʄ القضية "النظرʈة  

 ُʇ أن  براعاته،  إحدى  وɸذه  غودل،  استطاع  ذلك  ومع  المراقب.  لغة  صيغ   ʄعن  ع؄ّ إڲ إڲCon୻   ʄف  منتمية  صيغة  بواسطة 

For(𝔏ଵSet) .  ذا الأساس يمكننا أن نكتبɸ ʄوعڴCon୻ ∈ For(𝔏ଵSet).  

الثانية لغودل    Con୻  مȘسقة، فالصيغة  Γ  إذا ɠانت  .م؄فɸنة عدم الاكتمال 
ً
انطلاق لل؄فɸان    ، وȌعبارة Γ  ا منغ؈ف قابلة 

Con  أخرى، ∉ Thm୻ أو  ¬(Γ ⊢ Con୻)،وكحالة خاصة .  ¬(ZF ⊢ Con୞୊).  

  

  يمكن التعب؈ف عڴʄ نȘيجة م؄فɸنة غودل بالصيغة

Con୻ ⟹ ¬(Γ ⊢ Con୻) 
  والۘܣ تɢاࢭȃ، حسب مبدأ عكس النقيض، الصيغة

"Γ ⊢ Con୻" ⟹ "Γ ⊢ ¬Con୻".  

   Γ  إذا ɠانت النظرʈةا عڴʄ النحو الآȖي "قرأ الصيغة الأوڲʄ لغوʈً تُ 
ً
 مȘسقة، فلا يمكن إثبات ذلك انطلاق

ّ
"، وȋالتاڲʏ  ماٮڈاا من مسل

   Γ  إذا تم إثبات اȖساق النظرʈة "
ً
 انطلاق

ّ
إذا  ا كما يڴʏ "". بʋنما تقرأ الصيغة الثانية لغوʈً ا غ؈ف مȘسقةماٮڈا، فࢼܣ حتمً ا من مسل

   Γ  تم إثبات اȖساق النظرʈة
ً
 ا من مسلماٮڈا، فيمكن أيضً انطلاق

ً
 ا إثبات عدم اȖساقɺا انطلاق

ّ
بمقدور  ".  ذاٮڈا  ماتا من المسل

  .]9[ القارئ المɺتم ٭ڈذه الم؄فɸنة وتارʈخɺا العودة إڲʄ المرجع

  لدينا كحالة خاصة 

Con୞୊ ⟹ ¬(Γ ⊢ Con୞୊) 
وɸكذا ɸنا.  ٱڈمنا  الذي  الأمر  النظرʈة    ،وɸو  اȖساق  إثبات  يمكن     ZFلا 

ً
 انطلاق

ّ
مسل من  يُ ا  وɸذا  علماء  ماٮڈا،  Ȋشدة  حزن 

  الرʈاضيات الراܥݵ؈ن ࢭʏ فɺم أسس الرʈاضيات للسȎب؈ن التالي؈ن: 

النظرʈة    ⦁ ɠانت  تلك    ZFإذا  مٔڈا  وȖسȘثۚܢ  سليم،  Ȋشɢل  المؤسسة  والتحليل  والɺندسة  اݍݨ؄ف  نظرʈات  مȘسقة، فجميع 

  .ZFمȘسقة. وɸذا يكشف عن الأɸمية القصوى لقضية اȖساق  تɢون المعروضة ࢭʏ اݝݨلات والكتب المشبوɸة، 

النظرʈة    ⦁ ɠانت  المطعّ ZF إذا  اݝݨموعات  فنظرʈة   مȘسقة، 
ّ
بمسل الاختيار  مة  ɸذه  أيضً   ZFCمة  ܧݨعت  وقد  مȘسقة.  ا 

  ،الۘܣ أثبْڈا غودل  ،النȘيجة
ّ
  مة الاختيار ࢭʏ أعمالɺم. علماء الرʈاضيات عڴʄ استخدام مسل

   ما ʇشɢل عزاءً 
ّ
أن مسل الرʈاضيات ɸو  النظرʈة  لعلماء  العادي؛  ܵݰيحة اسȘنادً   ZFمات  التجرʈۗܣ  المنطق   ʄإڲ ا 

بمعۚܢ أٰڈا مستخلصة من مقولات ف؈قيائية واصفة لأحداث ف؈قيائية حقيقية. وʈقول علماء الف؈قياء إنه لا يمكن أن تɴشأ عن  

مقولات ف؈قيائية ܵݰيحة مقولات متناقضة، ذلك أٰڈا تصبح واݍݰالة ɸذه محل شك حقيقي، لأن الɢون حسب رأٱڈم خال  

  مȘسقة.   ZFا لɺذا الت؄فير، يتوقع علماء الرʈاضيات أن تɢون النظرʈة  حداث الف؈قيائية المتناقضة والمتضارȋة. وفقً تماما من الأ 

   ࢭʏ  علماء رʈاضياتيرى عدد كب؈ف من  
ً

. بيد أن  ZF عڴʄ اȖساق النظرʈة  م؄فɸنة الاȖساق المصاغة بلغة المراقب دليلا

، ذلك لأنه ࢭʏ اݍݰالة الأخ؈فة تص؈ف  ZFة باستȞناء النظرʈة اتي آخرʈن يرون أن ɸذه اݍݱݨة صاݍݰة ݍݨميع النظرʈات الرʈاضي

اݍݱݨة المشار إلٕڈا محتوʈة عڴʄ عملية تفك؈ف دائرʈة غ؈ف مقبولة. وࢭʏ جميع اݍݰالات، يأمل علماء الرʈاضيات أن تحل ɸذه  
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ɸذه   للاطلاع عڴHK  ،LK  ،ND  ،TS  ،KE  ،DP  ) ʄالمعضلة عن طرʈق ابتɢار نظم برɸان أك؆ف قوة من نظم ال؄فɸان المعɺودة  

ࢭʏ إطار الرʈاضيات غ؈ف الɢانتورʈة الۘܣ يجري    ZF)، أو عن طرʈق بناء نموذج للنظرʈة  [5]إڲʄ المرجع    يُرڊʄ الرجوعالنظم  

.ʏالوقت اݍݰاڲ ʏا ࢭɺسʋتأس 
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