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  نجازات أرخميدس إ .1

علماء    أحد )  مق.   Archimedes  )212-287  أرخميدس  ʇُعدّ  الميلادأشɺر  قبل  الثالث  له  القرن  ࢭʏ  إ.  نجازات 

ل ɲسبة محيط دائرة إڲʄ قطرɸا πالرʈاضيات وࢭʏ الف؈قياء، من أɸمɺا Ȗعرʈف وتقرʈب العدد  
ّ
  قدّره بـ  قد و ، الذي يمث

3 +
10

71
< 𝜋 < 3 +

1

7
. 

الآن  π و حۘܢ  قيمته  معروفة  ناطق وغ؈ف  غ؈ف  حقيقي  عدد  ɲعرف    ،ɸو  Ȋعد  رقمً   50000000000000ولكن  ا 

- 1574(  William Oughtred  وʈليام أوترʈد  لتلك الɴسبة ɸو الرʈاضياȖي  πوأوّل من رمز بـ    .)(…………3.14 الفاصلة

 باللغة اليونانية.   ݰيطاݝالۘܣ Ȗعۚܣ   περίμετροςالذي أخذه من الɢلمة   )1660

ثم مساحة دورة    ،وɸو أوّل من حسب مساحة مقطع من قطع مɢاࢭȃ  ،ݯݨم ومساحة كرةكما حسب أرخميدس  

 تنا ɸذه. مقالالذي ɸو موضوع   " حلزون أرخميدس"ا ʇس׿ܢ بـ ممّ 

ل  
ّ
جزءً وʈُمث ʇسɸذا  الرʈاضيات  ا ؈فً ا   ʏࢭ أرخميدس  أعمال  Ȋعض    ،من  نذكر  أن  يمكن  الف؈قياء  إكما   ʏࢭ نجازاته 

أرخميدس،    ،والميɢانيɢا دفع  بقوة  ʇعرف  ما  الو مثل  استعمله    (Archimedes' screw)  تناۂʏالمغ؈ف    ؄فڦʏصنع  الذي 

دراسات    ةباكتو ࢭʏ بواخر الغزاة عڴʄ السواحل اليونانية،   الن؈فانصنع مقعّر لإشعال  و المصرʈون ݍݨلب الماء من ٰڈر النيل،  

  إݍݸ.  ، حول مركز ثقل الأجسام

أنو   ʄإڲ أرخميدس  هɲش؈ف  تُ   ɠانت  ࢭʏ عصر  وال؄فاɸ؈ن  ɠلɺا  النظرʈات والمسائل    دون استعمال   ةلغوʈصياغة  كتب 

  (Ȋعد ال؅فجمة):  فعڴʄ سȎيل المثالالرموز. 

 
ً
من    ان جزءً ؈إليه كمّية محصورة ب؈ن عشرة أجزاء من واحد وسبع  امحيط ɠل دائرة ʇساوي ثلاثة أضعاف قطرɸا مضاف

 . القطر وسبع القطر

  

    ملاحظة

  عڴʄ ال؅فتʋب. يمكن أن ن؄فɸن Ȋسɺولة أن  𝐷ଶو 𝐷ଵقطرٱڈما   ينصف، و كيفيت؈ن دائرت؈ن 𝐶ଶو 𝐶ଵ  لتكن
(𝑪𝟏) محيط

𝑫𝟏
ثابت   =  =

(𝑪𝟐) محيط

𝑫𝟐
  

  .𝜋ونرمز لɺذا الثابت بـ 
  

  حلزون أرخميدس .2

  . (انظر الشɢل أسفله) Ȗعرʈف حلزون أرخميدس

 . ɸو مسار نقطة تتحرّك Ȋسرعة منتظمة عڴʄ نصف مستقيم يدور Ȋسرعة زاوʈة منتظمة حول نقطة طرفه الثابت
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  نفس المسافة ب؈ن جميع اݍݰلقات : 1الشɢل 

  للمستقيم.  دورة ɠاملة خلال ɲس׿ܣ المقطع الأول من حلزون أرخميدس المنطقة اݝݰددة بمنحۚܢ حلزون أرخميدس 

   نصف المستقيم ʄس؈ف عڴȖ انت النقطةɠ إذا𝑂𝐴  ا من
ً
، وɠان المستقيم يدور  𝐴النقطة   ࢭʏ اتجاه  𝑂المبدأ   انطلاق

حلزون  من   ʄالأوڲ (اݍݰلقة  الأخضر  المنحۚܣ   ʄعڴ نحصل  فإننا  الساعة،  عقارب  عكس  اتجاه   ʏࢭ المبدأ    حول 

 أرخميدس).
   ʄس؈ف عڴȖ انت النقطةɠ ذا୒نصف المستقيم و𝑂𝐴  ا من

ً
وɠان المستقيم يدور  ،  𝑂المبدأ  ࢭʏ اتجاه  𝐴النقطة  انطلاق

 الأزرق.  حول المبدأ ࢭʏ اتجاه عكس عقارب الساعة، فإننا نحصل عڴʄ المنحۚܣ 

  
  

  3الشɢل   2الشɢل 

  قضية (أرخميدس) 

) Ȗساوي ثلث مساحة القرص الذي مركزه نقطة  4  الشɢل (المنطقة الدّاكنة من    مساحة اݍݰلقة الأوڲʄ من حلزون أرخميدس

   .)4 الشɢلالمبدأ ونصف قطره ʇساوي المسافة الۘܣ تقطعɺا النقطة Ȋعد دورة ɠاملة للمستقيم حول نقطة المبدأ (انظر 

  

  
  

  6الشɢل   5الشɢل   4الشɢل 

ل 
ّ
  . 5الشɢل شɢل أي قطعة من القطع الملوّنة ࢭʏ  6 الشɢل يُمث

  



 

 

 اݍݰسن وعزار   حلزون أرخميدس

   ، المدرسة العليا للأساتذة، القبةȊشائر العلوممجلة 

 

 2026 أفرʈل ،18 العدد، 5السنة 
3 

    ملاحظة

 Ȗعطى بـ 𝜃 مساحة القطعة من القرص اݝݰددة بالزّاوʈة
ଵ

ଶ
𝑟ଶ × 𝜃.  

  
  7الشɢل 

  

  ʏلࢭɢلدينا،  4  الش أن  أرخميدس نف؅فض  من حلزون  الأول  يحدّ (  المقطع  الذي  اݍݵشن الأسود  المنحۚܢ    اݍݵط 

ل القطعة المستقيمة   ،المنطقة الداكنة)
ّ
ɢشȖ د حساب مساحة تلك المنطقة الۘܣʈونر𝑂𝑊଴  ًا من حافْڈاجزء.  

(النقطة الۘܣ يدور  𝑂دائرة مراكزɸا المبدأ   𝑝رسم  ʈو  ،مȘساوʈة الطول  ةقطع 𝑝إڲ𝑂𝐴  ʄأرخميدس القطعة  يقسّم 

       : حولɺا المستقيم المعۚܣ) وأنصاف أقطارɸا
2𝜋

𝑝
, 2 ×

2𝜋

𝑝
, 3 ×

2𝜋

𝑝
, ⋯ , 2𝜋. 

,𝑂𝑊ଵونرسم أنصاف مستقيمات  𝑂𝑊ଶ, ⋯ , 𝑂𝑊௣ିଵ  ل
ّ
ɢشʇ ة  بحيثʈل اثن؈ن متتالي؈ن نفس الزاوɠ

ଶగ

௣
.  

القطعة   المستقيم    𝑀  النقطة  الۘܣ قطعْڈا  𝑂𝑀௡طول   ʄدورانهعڴ المثȎت  أثناء  طرفه  (حسب خواص  𝑂  حول  ʇساوي   ،

  . )4 الشɢل(انظر  ديان)ا(بالرّ  𝑂𝑊௡إڲʄ الموضع    𝑂𝑊଴ قياس الزاوʈة الۘܣ دارɸا المستقيم من الموضع حلزون أرخميدس)

  ولدينا

4𝜋ଷ𝑛ଶ

𝑝ଷ
=

1

2
൬

2𝜋

𝑝
× 𝑛൰

ଶ

×
2𝜋

𝑝
= (𝑂𝑀௡𝑟௡𝑂) مساحة 

مع  
ଶగ

௣
= 𝑀௡𝑂𝑟௡

෣ ,
ଶగ

௣
× (𝑛 + 1) = 𝑂𝑀௡ାଵ,

ଶగ

௣
× 𝑛 = 𝑂𝑀௡.  

  ولدينا

4𝜋ଷ(𝑛 + 1)ଶ

𝑝ଷ
=

1

2
൬

2𝜋

𝑝
× (𝑛 + 1)൰

ଶ

×
2𝜋

𝑝
= (𝑂𝜌௡𝑀௡ାଵ𝑂) مساحة 

مساحة (𝑂𝜌௡𝑀௡ାଵ𝑂)ولدينا كذلك   > (𝑂𝑀௡𝑀௡ାଵ𝑂) مساحة > (𝑂𝑀௡𝑟௡𝑂) ي أ، مساحة  

4𝜋ଷ(𝑛 + 1)ଶ

𝑝ଷ
> (𝑂𝑀௡𝑀௡ାଵ𝑂) مساحة >

4𝜋ଷ𝑛ଶ

𝑝ଷ
 

 (𝑂𝑀௡𝑀௡ାଵ𝑂) مساحة المنطقة اݝݵططة باللون  مساحة ʏۂʏل (انظر   ال؄فتقاڲɢ6الش .(  

  تحقق   (ℋ)  ومنه مساحة المنطقة الدّاكنة الۘܣ س؇فمز لɺا بـ

෍
4𝜋ଷ(𝑛 + 1)ଶ

𝑝ଷ
> (ℋ) مساحة > ෍

4𝜋ଷ𝑛ଶ

𝑝ଷ

௣ିଵ

௡ୀଵ

௣ିଵ

௡ୀଵ

 

 أي  

4𝜋ଷ ൬
1

3
+

1

2𝑝
+

1

6𝑝ଶ
൰ > (ℋ) مساحة > 4𝜋ଷ ൬

1

3
−

1

2𝑝
+

1

6𝑝ଶ
൰     (1) 
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 مفɺوم الٔڈايات  ࢭʏ زمان أرخميدس لم يكن  
ً
يجيد    ɠان   نهلأ ا ࢭʏ ذɸن أرخميدس  حۘܢ لو ɠان ذلك واܷݰً   ،امعروف

الۘܣ نق؅فب مٔڈا عندما نزʈد ࢭʏ دقة التقرʈبات ۂʏ    كإذ يب؈ّن أن القيمة    ،ɺا للإثبات بالنقيضخدم طرʈقة الاسȘنفاذ الۘܣ ʇست 

    المطلوب حسا٭ڈا. ط القيمة 

الۘܣ نق؅فب إلٕڈا    ك القيمة   والوضع الɺند؟ۜܣ أن  (1)ا عڴʄ العلاقة  وفيما يخص مسألتنا يثȎت أرخميدس اعتمادً 

  ʏون ۂɢشك أن تɲ باتʈ٭ڈذه التقر
ସగయ

ଷ
  فيثȎت أن  .)(𝑂𝑊௞)عندما نزʈد ࢭʏ عدد الدوائر وعدد المستقيمات  ( 

4𝜋ଷ

3
≯ (ℋ) مساحة ≯  

4𝜋ଷ

3
. 

 ملاحظة     

ا
ّ
لم =نحصل عڴʄ     إڲʄ لا ٰڈاية 𝑝 لؤو ي  واܷݳ أنه 

ସగయ

ଷ
= (ℋ) ا المبدأ    مساحةɸالۘܣ مركز الدائرة  نصف و ثلث مساحة 

ل  ɸنا.  2𝜋  قطرɸا ʇساوي 
ّ
 ،𝑂𝐴م  دورة ɠاملة للمستقي  خلالطول القطعة الۘܣ تقطعɺا النقطة عڴʄ نصف المستقيم    𝜋  يُمث

الزمان لم   التقارب يولكن ࢭʏ ذلك  الٔڈايات ونظرʈات  أرخميدس  أثȎت    لك، لذمعروف؈ن   كن، كما أشرنا إليه أعلاه، مفɺوم 

  بالنقيض أن 

4𝜋ଷ

3
= |ℋ|

4𝜋ଷ

3
≯ (ℋ) مساحة ≯

4𝜋ଷ

3
 

  أي 

|ℋ|  نف؅فض أن <
ସగయ

ଷ ونضع
ସ஠య

ଷ
= |ℋ| + ε ستعمل العلاقةɲ  4𝜋ଷ ቀ

ଵ

ଷ
−

ଵ

ଶ௣
+

ଵ

଺௣మ
ቁ < |ℋ|  لنجد 

|ℋ| + 𝜀 −
4𝜋ଷ

2𝑝
+

4𝜋ଷ

6𝑝ଶ
< |ℋ| 

فيصغر اݍݰد   pأي نرفع قيمة   ، وʈمكن أن نزʈد ࢭʏ دقة التقسيم
3 3

2

4 4

2 6p p

 
    ʄلنحصل عڴ 

 |ℋ| + 𝜀′ < |ℋ|  ذا مستحيلوɸ.   ومنه|ℋ|   س أقل تمامًا منʋل
ସగయ

ଷ
.   

لʋس أك؄ف تماما من   |ℋ|بنفس الطرʈقة ي؄فɸن أرخميدس أن  
ସగయ

ଷ
. 

  أي حساب مساحة المقطع الأول  س دأرخميذا ينࢼܣ  ɸك

4𝜋ଷ

3
= (ℋ) مساحة 

 .وɠان ذلك ɸو المطلوب
  

    ɠافال؈في طرʈقة  .3

ب  و   ، (خطوط أو صفائح)  قابلة للتجزئةال  للمقاطع غ؈ف   ɠ  (Cavalieri)افال؈في Ȗستخدم طرʈقة  
ّ
استعمالɺا يتطل

نتائج خاطئة  ، اا كب؈فً حذرً   ʄإڲ تِؤدي  أن  يمكن  دائرة    .إذ  مساحة  مساواة  إثبات  أجل  الطرʈقة ɸو من  لɺذه  استعمال  أوّل 

ث
ّ
  .بمساحة مثل

  
  8الشɢل 
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 افال؈في ݍݰساب مساحة المقطع الأول ݍݰلزون أرخميدسɠ قةʈطر  

أعلاه، أي    4الشɢل  أقواس "دوائر أرخميدس" الواقعة ࢭʏ المنطقة الداكنة من    ɠافال؈في ʇستغل  ࢭɸ ʏذه الطرʈقة  

 ،𝑂تمر دائرة مركزɸا    𝑂𝐴  ثمّ يف؅فض أن ࢭɠ ʏل نقطة من القطعة  ،4  الشɢلالمنطقة الدّاكنة من  الأقواس الموجودة داخل  

الموجودة داخل اݍݰلزون تملأ قطعة اݍݰلزون بɢام أقواسɺا  ا ɸذه  كما لاحظ أنه لو نقوّم شاقوليً   ا.ɺ لما يجعل مجموعة 

نجد أٰڈا تملأ منطقة عڴʄ شɢل مساحة قطع   ،ɠل واحد من مɴشئه ،(الموجودة داخل اݍݰلزون) الأقواس اݝݵتلفة الأطوال

  يڴɲ  :ʏستɴتجɺا كما معادلته يمكن أن و  .)14--11مɢاࢭȃ (انظر الأشɢال 

ʏة الۘܣ تحدد القوس الأخضر ۂʈ2  الزاو𝜋 − 𝑡  ،  و القوس الأخضرɸ و قوس من الدائرة و ونصف قطر القوسɸ  

𝑡وɸو متمم القوس من نفس الدائرة واݝݰدد بالزاوʈة  ، 𝑡ونصف قطرɸا   الۘܣ مركزɸا المبدأ  = 𝜃 .راديان  

𝑡  المستقيمة القطعة   ʄعڴ النقطة  قطعْڈا  الۘܣ  المسافة   ʏبالر   ،ۂ) الزاوʈة  قياس  كذلك   ʏالقطعة  اوۂ دارٮڈا  الۘܣ  ديان) 

            .إڲʄ موضعɺا اݍݰاڲ𝑀 ʏ  المستقيمة حول المبدأ Ȋعد وصول النقطة 

  
  .𝐴𝑂𝑀෣يساوي قياس الزاوية  𝑂𝑀طول  : 9الشɢل 

                                               

المذɠورة ࢭȖ ʏعرʈف   𝑀ۂʏ المسافة الۘܣ قطعْڈا النقطة    𝑂𝑀فإن طول القطعة    ،حسب Ȗعرʈف "حلزون أرخميدس"

ا ، حلزون أرخميدس
ّ
  فإن   ،حسب نفس التعرʈف ،ومنه. 𝐴𝑂𝑀෣قد دارت بالزاوʈة 𝑂𝐴القطعة المستقيمة    تɢون  لم

𝑡 = ൫𝐴𝑂𝑀෣بالراديان ൯قياس = (𝑂𝑀) طول.  

ʇ𝑡(2𝜋ساوي   ومنه طول القوس الأخضر − 𝑡) .  

𝑡(2𝜋إذن أطوال أقواس الدوائر الۘܣ رسمناɸا Ȗساوي   − 𝑡)  قيمة   حسب𝑡    ل المسافة الۘܣ قطعْڈا النقطة
ّ
عڴ𝑀    ʄالۘܣ تمث

  .𝑂𝐴القطعة المستقيمة  

  
  10الشɢل 

𝑦  نلاحظ أن أطرافɺا تقع عڴʄ قطع مɢاࢭȃ معادلته ،ا من مɴشِڈابتقوʈم ɸذه الأقواس شاقوليً  ،ومنه = 2𝜋𝑥 − 𝑥ଶ. 
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ً
ي  ساو Ȗمɢاࢭȃ    قطعن مساحة مقطع من سطح  ، فإا حۘܢ ࢭʏ عɺد أرخميدسوحسب ما ɠان معروف

ସ

ଷ
مساحة المثلث    

الذي قاعدته ۂʏ قاعدة المقطع المعۚܣ، ورأسه يقع عڴʄ منحۚܢ القطع المɢاࢭȃ، بحيث يɢون المستقيم النازل من ɸذا الرأس،  

  والموازي ݝݰور القطع المɢاࢭȃ، منصفًا للقاعدة.

ɸذه مسألتنا   ʏݰه    ،ࢭ يوܷ تملمساحة  ن  فإ،  14الشɢل  كما  الذي   ȃاࢭɢالم المقوّمة  ؤ الشɢل  الأقواس  مجموعة  ه 

Ȗ ساوي 
ସ

ଷ
𝑦(وɸذا حسب المعادلة   𝜋ଶوارتفاعه   2𝜋 من مساحة المثلث الذي طول قاعدته     = 2𝜋𝑥 − 𝑥ଶ  .(  إذن مساحة

 ʏالمقطع ۂ  

4

3
൬

1

2
× 2𝜋 × 𝜋ଶ൰ =

4𝜋ଷ

3
. 

        

  
  

  

  

  14الشɢل   13الشɢل   12الشɢل   11الشɢل 

  يمكن أن نحسب تلك المساحة Ȋعدة طرق مختلفة:   ،عشرومنذ القرن الثامن  أما حاليًا،

 قةʈ1 طر   

  

15الشɢل 

  

بـ    إذا  المبD   ّʋرمزنا  ࢭʏ  للمنطقة  ʇعطى     ، 15الشɢل  نة  الذي  الأحمر  والمنحۚܢ  الأزرق؈ن  بالمستقيم؈ن  اݝݰددة  المنطقة   ʏوۂ

                                                                                                              ا بـ :وسيطيً 

 
   
 

0 1cos ; ,
, ;

sin

x r
x y

y r

         
  

     .

  

ل مسافة نقطة من عڴʄ المنحۚܢ الأحمر إڲʄ المبدأ   و𝑟(𝜃) ɸحيث  
ّ
  فإن، 𝑂تاȊع مستمر يمث

1

2
න 𝑟(𝜃)ଶ𝑑𝜃 = (𝐷) مساحة.

ఏభ

ఏబ

        (2) 

𝑟(𝜃)بالɴسبة ݍݰلزون أرخميدس لدينا   = 𝜃 ،0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋.  
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  ومنه  

4𝜋ଷ

3
=

1

2
න 𝜃ଶ𝑑𝜃

ଶగ

଴

= (ℋ) مساحة. 

 ʈناستخدام (ب 2 قةطرʈمان) -صيغة غرʈر 

  
  16الشɢل 

  

Γ ∪ ℒ = ∂ℋ = (ℋ)حافة 

ℒ = ൛൫θcos(θ), θsin(θ)൯; θ ∈ [0,2π]ൟ 
Γ = {(𝑡, 0); 𝑡 ∈ [0  , 2𝜋]} 

  

حافْڈا من    تتɢون   ،مساحْڈا  المراد حساب ℋالمنطقة  فإن  ،  Riemann)-(Green  رʈمان – غرʈنحسب نظرʈة  

وɲعرف أن مساحة منطقة ما يمكن حسا٭ڈا    .𝛤بـ   رمزنا لɺا    ،𝑂𝐴وقطعة مستقيمة    ،L  بـ رمزنا له  ، منحۚܢ أرخميدس  :نءيجز

  . رʈمان– غرʈنا عڴʄ صيغة بالتɢامل عڴʄ حافْڈا اعتمادً 

1

2
න 𝑥𝑑𝑦 − 𝑦𝑑𝑥

𝒞

+
1

2
න 𝑥𝑑𝑦 − 𝑦𝑑𝑥

୻

=
1

2
න 𝑥𝑑𝑦 − 𝑦𝑑𝑥

డℋ

= (ℋ) مساحة 

=
1

2
න 𝑥(𝜃)𝑑൫𝑦(𝜃)൯ − 𝑦(𝜃)𝑑൫𝑥(𝜃)൯ +

1

2
න 𝑡𝑑0 − 0𝑑𝑡.

ଶగ

଴

ଶగ

଴

 

  أي  

1

2
න ൫𝜃𝑐𝑜𝑠(𝜃)(𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃) − 𝜃𝑠𝑖𝑛(𝜃)(𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝜃𝑠𝑖𝑛𝜃)൯𝑑𝜃 + 0 = (ℋ)مساحة

ଶగ

଴

=
1

2
න 𝜃ଶ𝑑

ଶగ

଴

𝜃 =
4𝜋ଷ

3
. 

 

 قةʈ3 طر  

   كما يمكن حساب تلك المساحة بالاعتماد عڴʄ نظرʈة Ȗغي؈ف المتحول ࢭʏ التɢاملات الثنائية:

ඵ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = ඵ 𝑓൫𝜑(𝑢, 𝑣)൯ห𝐽ఝ(𝑢, 𝑣)ห𝑑𝑢𝑑𝑣.

ீᇱீ

 

∬مساحة  ห𝐽஦(𝑟, 𝜃)ห
ୋᇲ 𝑑𝑟𝑑𝜃 = ∬ 1𝑑𝑥𝑑𝑦

ீୀ஦(ீᇱ)
= (𝐺)  ، حيثG    ساحة من ʏۂ𝐼𝑅ଶ. 
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𝐺 = 𝜑(𝐺ᇱ)  .𝐽ఝ(𝑢, 𝑣) = 𝑑𝑒𝑡 ቌ

డఝభ

డ௥

డఝభ

డఏ
డఝమ

డ௥

డఝమ

డఏ

ቍ  

  ʏ حالتنا     ࢭ

𝐺 = (ℋ) = {(𝑥, 𝑦) = 𝜑(𝑟, 𝜃) = (𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃); 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝜃, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋  }
= 𝜑 {(𝑟, 𝜃); 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝜃, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋}ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

ீᇱ

. 

Gᇱ = {(𝑟, 𝜃) ∈ 𝐼𝑅ଶ; 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝜃, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋}. 

φ  :Gᇱ → 𝐺 = ℋ;  𝜑(𝑟, 𝜃) = (𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃) 

  إذ أن 

𝐽ఝ(𝑟, 𝜃) = 𝑑𝑒𝑡 ൮

𝜕𝜑ଵ

𝜕𝑟

𝜕𝜑ଵ

𝜕𝜃
𝜕𝜑ଶ

𝜕𝑟

𝜕𝜑ଶ

𝜕𝜃

൲ (𝑟, 𝜃) = 𝑑𝑒𝑡 ቀ
𝑐𝑜𝑠𝜃 −𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃
𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃

ቁ = 𝑟.   

 ʏالتاڲȋو 
ସగయ

ଷ
= ∫

ఏమ

ଶ

ଶగ

଴
𝑑𝜃 = ∫ ቀ∫ 𝑟𝑑𝑟

ఏ

଴
ቁ 𝑑𝜃

ଶగ

଴
= ∬ ห𝐽ఝ(𝑟, 𝜃)ห

஽ᇱ
𝑑𝑟𝑑𝜃 = ∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦

(ℋ)
= (ℋ) مساحة .   
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