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  جوليا ثنائية النظام والفوعۜܢ اݍݰتمية ࡩʏ مجموعات فاتو وَ 

 سكينة عثماɲي 
 ضيات، المدرسة العليا للأساتذة، القبةʈاأستاذة بقسم الر 

kouba.dz-sakina.othmani@g.ens  
  

ا للفكرة الموسيقية المتمثلة ࢭʏ "الموضوع  ا قوʈً ا بصرʈً ࢭʏ مجموعة ماندل؄فوت، توفر لنا الطبيعة (أم ۂʏ الرʈاضيات؟) نظ؈فً "

 
ً
ا عن سابقه. ما ɠان لمثل ɸذه اݍݵاصية  ا طفيفً والتباين". تتكرر الأشɢال نفسɺا ࢭɠ ʏل مɢان، لكن ɠل تكرار يحمل اختلاف

مɺما بلغت براعته أو    ،كȘشف لو اقتصرنا عڴʄ اݍݰساب اليدوي، بل أعتقد أنه ما ɠان لأي عقلالتكرارʈة المدɸشة أن تُ 

  أن "يȎتكر" ɸذا الموضوع الغۚܣ والمعقد مع تنوʉعاته الۘܣ لا تحظۜܢ.   ،إبداعه

 
ً

 ɸذه البɴية لا ت؅فك مجالا
ً

 للتيه، لأن الأنماط المألوفة Ȗعود إلينا   للملل، لأن عناصر جديدة تظɺر باستمرار، ولا تȘيح مجالا

التعرʈفات؛ بل  ا.  ونظرً ا وتكرارً مرارً  الدقيق لمعظم  بالمعۚܢ  ا لɺذه اݍݰداثة المستمرة، فإن ɸذه اݝݨموعة لا Ȗعت؄ف كسورʈة 

يحتوي ࢭʏ داخله عڴʄ كسورʈات لا حصر لɺا. فمقارنة بالكسورʈات المعروفة، فإن   ا، كسورً "اا حديً يمكننا أن ɲسمٕڈا "كسورً 

  " ، ومفاجآٮڈا أك؆ف إثارة للدɸشة.ا، وتناغماٮڈا الɺندسية أك؆ف ثراءً ɸياɠلɺا أك؆ف تنوعً 

        t Mandelbrot)ȋ(Beno  بʋنوا ماندل؄فوت 

  

 اغورس ثܧݨرة في. 1

  ʏࢭ الذكر  التعقيد واݍݨمال (مقال  كما سبق لنا   (Pythagoras)  فيثاغورس،  )1الɺندسة الكسورʈة: عالم من 

ا  عُرف ب؈ن معاصرʈه كمؤسس لأخوʈة ديɴية وȖعليمية ࢭʏ جنوب إيطاليا، وتحديدً   ،ܧݵصية بارزة ࢭʏ الفلسفة والرʈاضيات

ة فيثاغورس ɠانت معروفة قبل زمنه بف؅فة طوʈلة، إلا أن مدرسته أسɺمت ࢭʏ م؄فɸن ࢭʏ مدينة كروتوɲي. عڴʄ الرغم من أن  

توسيع فɺمɺا و୒ثباٮڈا بأسلوب أك؆ف منݤݨية. ومن ب؈ن أبرز الاكȘشافات المɴسوȋة إليه أو إڲʄ أتباعه، إثبات عدم التناسب ب؈ن  

Ȍسبة ب؈ن قطر المرɴشاف ثوري آنذاك، حيث كشف أن الȘو اكɸع وقطره، وȌسۗܣ، أي أنه لا  ضلع المرɲ ع وضلعه عدد غ؈ف

ل ɸذا الاكȘشاف تحديًا للم
ّ
ɢسبة عددين ܵݰيح؈ن. شɴذلك الوقت بأن جميع الأعداد  يمكن التعب؈ف عنه ك ʏوم السائد ࢭɺف

  .يمكن تمثيلɺا كɴسب ب؈ن أعداد ܵݰيحة، مما أدى إڲʄ ظɺور مفاɸيم جديدة ࢭʏ الرʈاضيات

  

  
  فيثاغورس السامو؟ۜܣ 
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ألɺم حساب اݍݨذور ال؅فبيعية علماء الرʈاضيات لاكȘشاف Ȋعض ال؅فكيبات الɺندسية الراǿعة. أحدɸا ʇسمح لنا  

  . يمكن Ȗسميته بحلزونية اݍݨذر ال؅فبيڥʏ، وɸو عبارة عن متتالية ɸندسية تراجعية.  𝑛 لأي عدد ܵݰيح 𝑛√بȘشكيل  

  
  . حلزونية فيثاغورس 1الشɢل 

  

خ؈فة، نبدأ برسم مرȌع،  لبناء ɸذه الأ اغورس وشبٕڈاٮڈا.  ثܧݨار فيأساسية ࢭʏ تركيب  أتدخل ɸذه اݍݰلزونية ɠلبنة  

 
ً
إليه مثلث الوتر. ࢭʏ اݍݵطوة التالية،    ا ا قائمً ثم نضيف  ومȘساوي الساق؈ن عڴʄ أحد أضلاعه، بحيث يɢون ɸذا الضلع ɸو 

  ʄن للمثلث، مع إضافة مثلث؈ن قائم؈ن عڴʈامتداد الضلع؈ن الآخر ʄع؈ن عڴȌل  نرسم مرɠ  اݍݵطوة الثالثة، نضيف ʏع. ࢭȌمر

بالنمط  ةأرȌع العملية  ɸذه  تكرار  نواصل  ثم  قائمة،  مثلثات  بأرȌعة  متصلة  ال؅فكيب  ذاته  مرȌعات  إɲشاء   ʄإڲ يؤدي  مما   ،

ʏل التاڲɢالش ʏݳ ࢭ   .الɺند؟ۜܣ الموܷ

  
  .  مراحل Ȗشكيل ܧݨرة فيثاغورس بمثلثات قائمة 2الشɢل 

 
يمكننا Ȗعديله بطرق مختلفة. عڴʄ سȎيل المثال، لʋس من الضروري أن تɢون    ،بمجرد أن نفɺم ɸذا البناء الأسا؟ۜܣ

  .إذ يمكن أن تɢون أي مثلث قائم الزاوʈة ؛المثلثات قائمة الزاوʈة المرفقة ࢭʏ العملية مثلثات مȘساوʈة الساق؈ن

ݳ الشɢل أدناه  دائمً   ذاته يمكن إرفاق المثلثات قائمة الزاوʈة ࢭʏ الاتجاه ا، أو قد نقلب اتجاɺɸا Ȋعد ɠل خطوة. يوܷ

  الاحتمال؈ن. 

  
  . أنماط ܧݨرة فيثاغورس بمثلثات مȘساوʈة الساق؈ن 3الشɢل 
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  : نان ال؅فكيبا Ȋعد حواڲʏ خمس؈ن خطوة، يɴتج لنا ɸذ

    
  (ب)  (أ)

  اغورس  ث. ال؅فكيب اݍݰلزوɲي والܨݨ؈في لܨݨرة في4الشɢل 

 
من اللافت للنظر أن التغي؈ف الوحيد ɸو اتجاه المثلثات ولʋس ݯݨمɺا. ومع ذلك، فإنّ النتائج تبدو متفاوتة للغاية.  

ا من أوراق نبات  نوعً ذاته ا من أوراق الܨݨر اݍݰلزونية، بʋنما نلمس ࢭʏ اݍݰالة (ب) للشɢل نرى نوعً  ،4 لشɢلࢭʏ اݍݰالة (أ) ل

ا تتفرع منه فروع تȘشعب بنمط يم؈ن ثم ʇسار ثم يم؈ن ثم  ا رئʋسيً السرخس أو ܧݨرة الصنوȋر. ࢭʏ ال؅فكيب (ب) نرى جذعً 

  ࢭʏ جانب واحد فقط.   عٌ ع منه تفرّ ا يتجعد وʈتفرّ ا رئʋسيً نلاحظ جذعً   حيث  ،يبدو ɸذا مختلفًا تمامًا ࢭʏ البناء (أ)  ، إݍݸ.ʇسار

ا. إذ من المسȘبعد التخم؈ن أن كلاɸما مستمد من  ڲʄ عائلت؈ن مختلفت؈ن تمامً إن كلا النبات؈ن يɴتميان  أ وڲʄ يبدو لنا للوɸلة الأ 

اعد الكسورʈات ࢭʏ إدخال  وۂʏ إحدى الطرق الۘܣ قد Ȗس  ،. يتܸݳ ذلك عند تحليل عمليات البناءذاته  مبدأ التغذية الراجعة

  أدوات جديدة ࢭʏ علم النبات.

أنواع   استخدام  ع؄ف  التعديلات  Ȋعض  و୒جراء  والمذɸلة،  البدائية  ال؅فكيبات  ɸذه   ʏࢭ النظر  مواصلة  خلال  من 

 
ً

لاستكشاف مجموعة متنوعة من الأشɢال الراǿعة المشا٭ڈة للنباتات.    اواسعً   مختلفة من المثلثات، يفتح ɸذا أمامنا مجالا

 ʏݳ ࢭ   .  5الشɢل بإرفاق مثلثات مȘساوʈة الأضلاع ࢭʏ ال؅فكيبات السابقة، نحصل عڴʄ البناء الدوري الموܷ

  
  اغورس بمثلثات مȘساوʈة الاضلاع ث. البناء المتناظر لܨݨرة في5الشɢل 

  

وȋالانتقال من المثلثات المȘساوʈة الأضلاع إڲʄ المثلثات مȘساوʈة الساق؈ن ذات الزوايا المنفرجة، تɴتج لنا مفاجأة   

  ʏݳ ࢭ  .[14]، [8]، [2]  6الشɢل ɸندسية أخرى: بناء تكرار ʇشبه ال؄فوكڴʏ كما ɸو موܷ
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  زوايا منفرجة   ذات باستخدام مثلثات مȘساوʈة الساق؈ن اغورسثܧݨرة في تركيب  .6الشɢل 

 
  الكون ࡩʏ معادلة . 2

  عڴʄ آليات توليدɸا، إڲʄ ثلاثة أنماط أساسية:    يمكن تصɴيف الكسورʈات بناءً 

 اݍݰتمية تُ   الكسورʈات  بدقةالۘܣ  للتكرار  قابلة  رʈاضية  خوارزميات  ع؄ف  مثل  بۚܢ  ومثلث  ،  ɠانتور  مجموعة 

 ؛ س؈فبɴسɢي
 الاحتمالية تُ   الكسورʈات   الۘܣ 

ّ
 ول

ُ
Ȗو إحصائية،  بقواعد  موجɺّة  عشوائية  عمليات  من  غالبً د  لنمذجة  ستخدم  ا 

 ؛ الظواɸر الطبيعية
 ات الديناميكيةʈأبرز أمثلْڈا مجموعات  و   ، حالة خاصة تجمع ب؈ن اݍݰتمية والتعقيد غ؈ف اݍݵطي  الۘܣ تُمثل  الكسور

 فاتو وجوليا ومجموعة ماندل؄فوت.
ݳ ɸذا التطور كيف انتقل مفɺوم الكسورʈات من    تكشف ɸذه اݝݨموعات عن بۚܢً  كسورʈة بالغة الإثراء. يوܷ

ا من قواعد رʈاضية أولية، مما يوسع فɺمنا  ا إڲʄ أنظمة ديناميكية معقدة تنȎثق تلقائيً بۚܢ يدوɸ ًʈياɠل ɸندسية Ȋسيطة تُ 

  .لكيفية ظɺور التعقيد اللاٰڈاǿي ࢭʏ الطبيعة والرʈاضيات عڴʄ حدٍ سواء

 
 : الثنائية الأساسية ب؈ن الاستقرار الديناميɢي والفوعۜܢ اݍݰتمية جوليافاتو وَ   ةمجموع. 1.2

Ȗعود ɲشأة  .  واحد  آنٍ   ࢭʏ  والواقعية  اݍݨمالية   ب؈ن   تجمع  الۘܣ   المصورة   الكسورʈات  أك؆ف   ضمن  جوليا   مجموعات   تندرج

العالمان الفرɲسيان   الۘܣ قام ٭ڈا  الرائدة  إڲʄ الأعمال  الثنائية  وَ Gaston Julia  )1893–1978  جولياغاستون  ɸذه  ȋي؈ف  ) 

    العقدي مطلع القرن العشرʈن.   ى ) ࢭʏ مجال التكرار والديناميكية ࢭʏ المستو Pierre Fatou )1878–1929 فاتو

ا أسود ʇغطي اݍݨزء السفڴʏ  ا جلديً جوليا أنفه خلال اݍݰرب العالمية الأوڲʄ، الأمر الذي أدى إڲʄ ارتدائه حزامً   دَ فقَ 

    .من وجɺه لبقية حياته

    
  غاستون جوليا   فاتو   بي؈ف
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   جوليا   مجموعةأصول .  1.1.2

تتأصل الفكرة اݍݨوɸرʈة ݝݨموعات جوليا ࢭʏ تارʈخ الرʈاضيات أȊعد مما قد يبدو للوɸلة الأوڲʄ، حيث تمتد جذورɸا  

) بإرساء قواعد الميɢانيɢا الكلاسيكية  Isaac Newton )1642–1727  ق نيوتناܥݰ اإڲʄ القرن الساȊع عشر. لم يكتفِ  

ا أدوات رʈاضية عملية لا تزال Ȗستخدم عڴʄ نطاق واسع حۘܢ يومنا ɸذا.  ، بل ابتكر أيضً التفاضڴʏ  باوالبصرʈات واݍݰس

 رافسون) لإيجاد جذور المعادلة-وأبرز ɸذه الأدوات ۂʏ خوارزمية نيوتن (المعروفة بطرʈقة نيوتن
𝑓(𝑥)  =  0. 
ʏة ديناميكية تبدأ بتخم؈ن أوڲʈعملية تكرار ʄقة عڴʈذه الطرɸ عتمدȖ 𝑥଴،  معرفة بالعلاقة ال؅فاجعية و  

𝑥௡ାଵ = 𝑥௡ −
௙(௫೙)

௙ᇱ(௫೙)
, 

 المعادلة. تُ   تقارب ɸذه المتتالية، تحت شروط مناسبة، نحو أحد جذور تحيث  
ّ
 مث

ً
ا عڴʄ نظام   مبكرً ل ɸذه اݍݵوارزمية مثالا

وۂʏ   ،العقدي، إڲʄ ظɺور ɸياɠل معقدة وغ؈ف متوقعة  ى ديناميɢي حت׿ܣ يمكن أن يؤدي سلوكه، عند Ȗعميمه عڴʄ المستو 

 ّɺة  الفكرة الۘܣ ستمʈشاف اݝݨموعات الكسورȘق لاكʈ11[ الاحقً د الطر.[  

انȎثق من ɸذه اݍݵوارزمية الȎسيطة Ȗساؤل رʈاعۜܣ عميق: ما ۂʏ اݍݰدود اݍݰقيقية لنفوذ ɠل جذر؟ أو Ȋعبارة أدق،  

  إڲʄ أي مدى يمتد حوض اݍݨذب اݍݵاص بɢل جذر، وكيف تبدو اݍݰدود الفاصلة ب؈ن ɸذه الأحواض؟

اللورد   ال؄فيطاɲي  الرʈاضيات  الȘساؤل بجدية علمية، ɠان عالم    Arthur Cayley  آرثر ɠايڴʏ أول من واجه ɸذا 

ا Ȋعنوان "المشɢلة التخيلية لنيوتن1879). ففي عام 1895–1821(
ً
 ࢭʏ   ،[3] فورʈيه"-، ɲشر بحث

ً
 Ȋسيطة

ً
اختار فيه معادلة

  ۂʏ  ،الظاɸر

𝑓(𝑧) = 𝑧ଷ − 1 = 0 
 ثلاثة جذور متناظرة  لɺاالۘܣ 

𝛼ଵ = 1,  𝛼ଶ =  𝑒
ଶగ

ଷ ,  𝛼ଷ = 𝑒
ସగ௜

ଷ . 
اݍɠايڴʏ    قطبّ  المستو ɸذه   ʄعڴ المعممة  تȘبّ   ى ݵوارزمية  ٭ڈدف  استكشافية  ɠأداة  نقطة  العقدي  أي  تقارب  ع 

ݰة ࢭʏ    ى ا إڲʄ أن المستو عڴʄ ذلك، توصل نظرʈً   . وȋناءً   𝑧଴ابتدائية  العقدي مقسم إڲʄ ثلاثة أحواض جذب متمايزة وموܷ

  ، Ȗعرف باݝݨموعة 7الشɢل 

ቄ𝑧଴ ∈ ℂ ∶  lim
௡→ାஶ

𝑧௡ = 𝛼௜, 𝑖 = 1,2,3  ቅ. 

  
  ݨذب الثلاثة  اݍ. أحواض 7الشɢل

 
ا: كيف  سؤال "إڲʄ أين تتقارب؟" فحسب، بل وضع الإطار لسؤال أك؆ف Ȗعقيدً   نڈذا الاستɴتاج، لم يُجِب ɠايڴʏ ع ٭

ا إڲʄ اكȘشاف التعقيد الكسوري الفرʈد ݝݨموعات  تبدو ɸندسة ɸذه الأحواض وحدودɸا؟ وɸو الȘساؤل الذي سيقود لاحقً 

جوليا. إدراك ɠايڴʏ للتعقيد المتأصل ࢭʏ تلك اݍݰدود ɠان أك؆ف أɸمية من الاستɴتاج النظري للأحواض نفسɺا. فقد اكȘشف  
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ً

بدلا الانتظام.  أو  الȎساطة  عن  البعد  ɠل  Ȋعيدة  الأحواض  ب؈ن  الفاصلة  اݍݵطوط  وصفɺا  أن  يمكن  منتظمة  حدود  من   

تتقارȋان نحو جذرʈن مختلف؈ن  ɸندسيً  نقطت؈ن متجاورت؈ن Ȋشدة قد  لدرجة أن  أٰڈا غ؈ف مستقرة Ȋشɢل أسا؟ۜܣ،  ا، وجد 

  ا. تمامً 

"الفوعۜܢ اݍݰتمية"، جعلت من    بـ  اليوم  ܢسّ׿ ʇُ وۂʏ السمة المم؈قة لما    ،ɸذه اݍݰساسية المفرطة للشرط الابتداǿي

المستحيل رسم أو وصف ɸذه اݍݰدود باستخدام الأدوات الɺندسية التقليدية. ɠانت ɸذه ݍݰظة فارقة ࢭʏ تارʈخ الرʈاضيات:  

،  [4]  كشفت أن وراء اݍݵوارزمية الȎسيطة يختۗܡ عالم من التعقيد غ؈ف اݍݵطي الذي لا يمكن اخ؅قاله إڲɸ ʄندسة مألوفة

[12] .  

عڴʄ مدى العقود التالية، حاول علماء رʈاضيات بارزون البناء عڴʄ عمل ɠايڴʏ، لكٔڈم فشلوا ࢭʏ وضع نظرʈة عامة  

ا عن وصف  Ȗشرح ɸذا السلوك المعقد. لم يكن ɸذا الفشل ȊسȎب قصور فٕڈم، بل لأن الإطار الرʈاعۜܣ الكلاسيɢي ɠان عاجزً 

ع؈ن   ɠانت  Ȋعد.  وُلدت  قد  تكن  لم  الۘܣ  الكسورʈة،  الɺندسة   ʏࢭ متمثلة  جديدة  رʈاضية  لغة  تطلبت  الۘܣ  الظاɸرة  ɸذه 

  الرʈاضيات ترى الظاɸرة، لكٔڈا تفتقر إڲʄ المفردات لوصفɺا. 

    
  اللورد آرثر ɠايڴʏ  ܥݰاق نيوتن  ا

  

  فاتو ࡩʏ حل ɸذه المعضلة  بصمة جوليا وَ . 2.1.2

، أعلنت الأɠاديمية الفرɲسية للعلوم أٰڈا ستمنح جائزٮڈا الك؄فى ࢭʏ الرʈاضيات لمن يتمكن من تطوʈر 1915ࢭʏ عام  

ا الرʈاضيات  ، فاز باݍݨائزة عالمِ 1918العقدي. وɠانت المفاجأة أنه ࢭʏ عام   ى نظرʈة شاملة للديناميكيات التكرارʈة ࢭʏ المستو 

سس اما معً ا، حيث قدّ الفرɲسيان غاستون جوليا وȋي؈ف فاتو Ȋشɢل مستقل تقرʈبً 
ُ
الإطار النظري اݍݰديث لما ʇعرف اليوم    أ

  :العقدي ينقسم إڲʄ منطقت؈ن متɢاملت؈ن ى بالديناميكيات العقدية. وقد توصلا إڲʄ أن المستو 

 م نحو مناطق جاذبة (مثل الأحواض الۘܣ  :  مجموعة فاتو
ّ
وۂʏ مناطق الاستقرار، حيث تتقارب التكرارات Ȋشɢل منظ

(ʏايڴɠ اɺدرس.  

 ذه المناطق، والۘܣ تُ : مجموعة جولياɸ اݍݰدود الفاصلة ب؈ن ʏوۂ 
ّ
  .ل مناطق الفوعۜܢ اݍݰتميةمث

نقطة عڴɸ ʄذه   ةفɺم جوليا Ȋشɢل خاص أن الأحواض الثلاثة ࢭʏ حالة ɠايڴȖ ʏش؅فك ࢭʏ حدود مش؅فكة ومعقدة. أي 

اݍݰدود Ȗشبه تقاطع حدود ثلاث دول؛ ففي أي محيط صغ؈ف حولɺا، يمكن العثور عڴʄ نقاط تɴت׿ܣ إڲɠ ʄل أحواض اݍݨذب  

النظام    ʏࢭ اݍݨذب  أحواض  ݍݨميع  المش؅فكة  اݍݰدود   ʏۂ جوليا:  ݝݨموعة  الأسا؟ۜܣ  التعرʈف  أصبح  المفɺوم  ɸذا  الثلاثة. 

 .[9] ،[7] ،[6]، [1] التكراري 
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ً

ا مع جميع أحواض اݍݨذب؛ فࢼܣ لʋست   الۘܣ اكȘشفاɸا ۂʏ أن مجموعة جوليا مختلطة تمامً اݍݵاصية الأك؆ف إذɸالا

 
ً
 خط

ً
 ا فاصلا

ً
رʈة معقدة، حيث يȘشابك النظام والفوعۜܢ Ȋشɢل لا يمكن فصله. بʋنما تمثل  و ا، بل كيان ذو بɴية كس Ȋسيط

  .ر الاستقرار والنظام ࢭʏ محيط ɸذه الفوعۜܢ المنظمةمجموعة فاتو جزُ 

فاتو الثنائية الأساسية الۘܣ Ȗشرح لغز ɠايڴʏ: الاستقرار ࢭʏ مجموعة فاتو، والفوعۜܢ اݍݰتمية  م جوليا وَ وɸكذا، قدّ 

  .ࢭʏ مجموعة جوليا

ݳ   ملونة باللون الأزرق والأخضروالأصفر عڴʄ التواڲʏ. ما    𝛼ଷو    𝛼ଵ    ،𝛼ଶأحواض اݍݨذب لݏݨذور    8الشɢل  يوܷ

 
ً
ا عادية، بل ۂʏ بالضبط مجموعة  يلفت النظر ࢭɸ ʏذا التمثيل ɸو أن اݍݰدود الفاصلة ب؈ن ɸذه الأحواض لʋست خطوط

المعرّ  التكراري  للنظام  بالمعادلة  جوليا  𝑧ଷف  − 1 = كسورʈة  0 بɴية  تظɺر  المتناɸية  الرʈاضية  دقْڈا  رغم  اݍݰدود  ɸذه   .

تجسيد مرǿي ݍݰساسية الشروط الابتدائية، حيث    عن  فɠل جزء صغ؈ف مٔڈا يكرر Ȗعقيد البɴية الɢلية. وۂȖ ʏع؄ّ إذ  معقدة:  

  .أن أدɲى انزʈاح ع؄ف ɸذا اݍݰد قد ʇغ؈ف تقارب النقطة من جذر إڲʄ آخر

ا للثنائية الأساسية  ا مباشرً ا تصوʈرً م أيضً و٭ڈذا، لا يقتصر الشɢل عڴʄ عرض أحواض اݍݨذب فحسب، بل يقدّ 

ࢭʏ الديناميكيات المركبة: مناطق الاستقرار (مجموعة فاتو) الملونة، وحدود الفوعۜܢ المنظمة (مجموعة جوليا) الۘܣ تفصل  

  بئڈا كشبكة معقدة لا ٰڈائية. 

  
  المركب   ى ࢭʏ المستو  . ثنائية الاستقرار والفوعۜܢ اݍݰتمية للمعادلة التكعيȎية8الشɢل 

 
𝑓(𝑧)بطرʈقة مماثلة، يمكن إيجاد أحواض اݍݨذب ݍݨذور المعادلة  = 𝑧ସ − 1 = 𝑓(𝑧)   وكذلك 0 = 𝑧ହ −

1 =  تُ .    0
ّ
بالɴسبة لـلمعادلة   المعادلت؈ن.  ا ݍݨذور ɸات؈ن  ل المناطق الملونة ࢭɠ ʏل حالة أحواض اݍݨذب المتناظرة ɸندسيً مث

𝑧ସ − 1 = 0  ʏاݍݨذور ۂ ،،{−𝑖,  𝑖, −1, ݳ    {1  وɠل حوض يجذب النقاط نحو أحد ɸذه اݍݨذور الأرȌعة كما ɸو موܷ

  ࢭʏ الشɢل أدناه.  

  
  . استقرار وفوعۜܢ الأحواض الأرȌعة9الشɢل 
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𝑧ହأما بالɴسبة لـلمعادلة    − 1 = 0،   ʏفاݍݨذور ۂ൜ 𝑒
ఴഏ೔

ఱ , 𝑒
లഏ೔

ఱ ,  𝑒
రഏ೔

ఱ ,  𝑒
మഏ೔

ఱ ,  1ൠ    ʏل حوض ࢭɠل  . وɢ10الش 

 
ُ
Ȗ حيث ،ʏناظر دائري مثاڲȘر الأحواض اݍݵمسة بɺذه اݍݨذور اݍݵمسة. تظɸ يجذب النقاط نحو أحد 

ّ
ɢة  ل أذرعً شʈا كسور

ڈا تفصل ب؈ن خمس مناطق مستقرة، تحتفظ   متداخلة ومȘشابكة، وɠأٰڈا بتلات لزɸرة. اݍݰدود ب؈ن ɸذه الأحواض، رغم ɠوٰ

ا بنفس الطبيعة الكسورʈة الفوضوʈة الۘܣ ظɺرت ࢭʏ حالة اݍݨذور الأرȌعة والثلاثة، مما يؤكد أن طاȊع الفوعۜܢ اݍݰتمية  تمامً 

ɸ ذه اݍݰدودɸ ʏل المعادلة المدروسةسمة عامة لا تتأثر بتغ؈ّ  وࢭɢ[13]، [12]، [10]، [5] ف عدد اݍݨذور أو ش .  

  
  . مجموعة فاتو مجموعة جوليا للأحواض اݍݵمسة 10الشɢل 

  

  ܥݰر ال؅فبيع: رحلة الأعداد العقدية ب؈ن النظام والفوعۜܢ . 3.1.2

Ȗ𝑓௖(𝑧)سمح العائلة الȎسيطة من الدوال ال؅فبيعية   = 𝑧ଶ + 𝑐    ل من مجموعات جولياɸعالم مذ ʄبالدخول إڲ

𝑐  الكسورʈة. كحالة خاصة نأخذ   = العقدي    ى عندئذ يمكن تصɴيف نقاط المستو   .ℂعتباطية من  ا 𝑧଴ ونقطة ابتدائية  0

 إڲʄ ثلاث مجموعات أساسية: 

  ) ةȋارɺمجموعة النقاط الEscape Set ( : 
𝐸଴ = {𝑧 ∈ ℂ ∶   |𝑧| > 1}. 

 النقاط الܦݨينة أو فاتو مجموعة (Fatou /Prisoner Set) : 
𝑃଴ = {𝑧 ∈ ℂ ∶  |𝑧| < 1}. 

  مجموعة جوليا(Julia Set):  
𝐽଴ = 𝜕𝐸଴ = 𝜕𝑃଴ = { 𝑧 ∈ ℂ ∶   |𝑧| = 1}. 

ا عڴʄ النقطة  ࢭʏ جميع اݍݰالات، نلاحظ أن التكرارات تدور ࢭʏ مدار حول المركز، لكن المص؈ف اݍݰاسم ʇعتمد ɠليً 

د متتالية تتقارب نحو المركز، ɠل نقطة من    𝑃଴ نقطة من  أي  الابتدائية:   ِ
ّ
تؤدي إڲʄ متتالية تبقى عڴʄ الدائرة، أما     𝐽଴تول

العقدي إڲʄ   ى يتم تقسيم المستو   حيث   ، يقودنا ɸذا إڲʄ ثنائية ديناميكية مɺمة  تɴشأ عٔڈا متتالية متباعدة.ف 𝐸଴النقط من 

  .𝐽଴  [5] ،[10] ،[14]، تفصل بئڈما حدود واܷݰة ۂʏ مجموعة جوليا  𝑃଴ و  𝐸଴اݝݨموعت؈ن المتمايزت؈ن  

 
  ڲʄ الغبارإعڴʄ مجموعة جوليا: من اݍݰلقات   𝒄 تأث؈ف المعامل. 4.1.2

اݍݵاصة    اݍݰالة  دراسة  أن  بالذكر  اݍݨدير  𝑓௖(𝑧)من  = 𝑧ଶ + 𝑐    كيانات ʏۂ بأن مجموعات جوليا   ʏتوڌ قد 

إثمارً  الواقع أك؆ف  ࢭʏ المعاملاف  ؛اا و୒دɸاشً ɸندسية ناعمة ومنتظمة (ɠالدائرة). لكن    لتغي؈ف الطفيف 
ً
 يɴتج عالم

ً
 من  ا ɠاملا
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  العليق،  من  نحيفة  ܧݨ؈فة  شɢل  عڴʄ  الآخر  ɺاوȌعض   كثيفة،  ܥݰابة  شɢل  عڴȊ  ʄعضɺا  ،الأشɢال الكسورʈة المتنوعة والمذɸلة

   .[14]، [13]، [10]ر البح  حصان ذيل شɢل عڴʄ مٔڈا  والكث؈ف  ،الɺواء  ࢭʏ المتطاير  الشرر  ʇشبه وȌعضɺا

 :Ȋ𝑐عض اݍݰالات المɺمة للمعامل  فيما يڴɲ ʏستعرض 

(   )أ  الاستقرار  | 𝒄|منطقة  <  𝟎. Ȗغي؈ف  :) 𝟐𝟓 ɸذه    𝑐قيمة    يؤدي   ʏࢭ جوليا.  مجموعة  شɢل   ʏࢭ جذري  تحول   ʄإڲ

 
ً

دة قليلا تحتفظ ببɴية متصلة وناعمة ɲسȎيًا. مما يفسر  و ،  اݍݰالة، تظل شبٕڈة بالدائرة أو تأخذ شɢل حلقة مُعقَّ

التعقيد الكسوري عڴʄ حواف الدائرة،   العنيفة الۘܣ ستحدث عندما  و بداية ظɺور ملامح  ɠأٰڈا تتɴبأ بالتحولات 

  نȎتعد عن ɸذه المنطقة المستقرة.

ا، وتصبح صورٮڈا غرʈبة. عڴʄ سȎيل  ، يصبح اݍݨزء المتغ؈ف من الدالة مɺم𝑐 եبمجرد زʈادة مقدار  :  ڲʄ حلقاتإالȘشوه    ) ب

= 𝑐المثال، تتɢون مجموعة جوليا لقيمة المعامل  من حلقة مركزʈة محاطة بالعديد من اݍݰلقات الأصغر    1− 

 . )11الشɢل انظر (والۘܣ بدورɸا محاطة بحلقات أصغر، وɸكذا ࢭʏ عملية تكرارʈة لا ٰڈائية   ،المتلامسة

  
    . الȘسلسل الɺرمي ݍݰلقات متداخلة11الشɢل 

 
+ 0.123−القرʈبة من    𝑐  قيمةتɴتج اݝݨموعات اݍݵاصة بقيم المعاملات الأخرى المزʈد من المفاجآت. بالɴسبة لـ

0.745𝑖  نقطة واحدة ʏل ثلاث حلقات ࢭɠ رمي من اݍݰلقات، تلتقيɸ سلسلȖ ون مجموعة جوليا مرة أخرى منɢو    كما ، تتɸ

 ʏݳ ࢭ   𝑓௖ .  ࢭɸ ʏذه اݍݰالة، يɢون لـ  12الشɢل موܷ
ً
  ا. ا ثلاثيً ا متناظرً مدار جاذب بدورة ثلاثية يخلق نمط

  
  الȘسلسل الɺرمي ݍݰلقات ثلاثية التناظر  .12الشɢل 
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+ 0.5−لتق؅فب من    𝑐عند زʈادة قيمة    0.55𝑖  ًعقيدȖ ندسية أك؆فɸ رةɸر ظاɺا، تظ:   ʏخمس حلقات ࢭ ʄتتلاࢮ

ݳ   . ʇعود ɸذا النمط اݍݵما؟ۜܣ المذɸل إڲʄ وجود مدار جاذب بدورة خماسية ࢭʏ النظام  13الشɢل  نقطة واحدة، كما يوܷ

  . ɸذا ʇعۚܣ أن الدالة تدور ب؈ن خمس نقاط محددة بدقة، مما يخلق بɴية جذب مركزʈة ذات تناظر خما؟ۜܣ. 𝑓௖الديناميɢي لـ  

  
  . الȘسلسل الɺرمي ݍݰلقات خماسية التناظر 13الشɢل 

𝑐عند اختيار    : ܨݨ؈فة الكسورʈةال  ) ت = −𝑖ش: تٔڈار اݍݰلقاتɸل    ،، يحدث تحول مدɢوتأخذ مجموعة جوليا ش

 ). ɸذا الȘشɢل يُ 14الشɢل  ܧݨ؈فة كسورʈة دقيقة الȘشعب Ȗشبه غصن ܧݨرة متجرد (
ّ
ل حالة حرجة فاصلة  مث

أساسي؈ن نمط؈ن  اݍݰلقية)    ؛ب؈ن  الطبيعة  (ذات  المتصلة  جوليا  مجموعات  ب؈ن  الفاصل  اݍݰد   ʄعڴ يقع  فɺو 

 ا (المعروفة بالغبار الكسوري). واݝݨموعات المنفصلة تمامً 

  . غصن كسوري 14 الشɢل

 
الكسوريال  ) ث الثابت  غبار  قيمة  ابتعاد  مع   :𝑐   ّلتحو جوليا  مجموعة  تخضع  المتصلة،  اݝݨموعات  منطقة  ل  عن 

= 𝑐  ،عڴʄ سȎيل المثال  ،جذري ࢭʏ طبيعْڈا. خذ  0.4 +  0.3𝑖     ʏل  (كما ࢭɢية تمامً 15الشɴا،  )، حيث تتفكك الب

عرف ɸذه اݍݰالة باسم "الغبار الكسوري"، وتُ 
ُ
Ȗ .ܥݰابة من النقاط المنفصلة المعزولة ʄتحول التجمع إڲʈو 

ّ
ل  مث

 الطرف النقيض للبۚܢ المتصلة.
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  . غبار كسوري 15الشɢل 

 

(الدائرة) الɢامل  النظام  من  جوليا:  مجموعات  تطور  لمسار  المنطقية  الٔڈاية  ݳ  توܷ اݍݰالة  الفوعۜܢ    ،ɸذه   ʄإڲ

إڲʄ الفوعۜܢ اݝݨزأة (الغبار). رحلة تكشف كيف أن الȎساطة الرʈاضية يمكن أن تولد سلسلة متصلة   ،المنظمة (الܨݨ؈فة)

  .من التعقيد: من اݍݨمال الɺند؟ۜܣ إڲʄ الغموض الوجودي
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