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  م؄فɸنتا عدم الاكتمال لغودل

  نظرة ساذجة إڲʄ نقطة الاٰڈيار ࡩʏ الفكر الاستɴباطي 

   ناڊɸ ʏرماس

 جامعة زʈان عاشور، اݍݨلفةقسم الرʈاضيات، أستاذ ب 
nadjihermas@gmail.com 

  

  الشɺداء الذين قتلْڈم اليد الصɺيونية اݝݨرمة والمتوحشة بقطاع غزة.  ،إڲʄ أرواح جميع مدر؟ۜܣ الرʈاضيات

  لن أɲساكم ما حيʋت. 

 
  تقديم عڴʄ ܿݨل للشغل الشاغل ࡩʏ الرʈاضيات .1

اليونانية   مَ ح بإحدى جُ ɸو أول من صرّ   Epimenides  إبيميندس   يقال إن المواطن من جزʈرة كرʈت 
َ

الك  ل 
َّ

اب  ذ

 
ّ

ابون". وقد حاول كث؈ف من الفلاسفة بمن فٕڈم Ȋعض العرب أن يقرروا Ȋشأن صدق ɸذه اݍݨملة  "جميع مواطۚܣ كرʈت كذ

ݨزوا جميعً   من عدمه، وܿ
ً

م  ا منذ أن قدّ  من ب؈ن جمل الكذاب ۂʏ "أنا أكذب". وقد تب؈ن جليً ا عن ذلك. واݍݨملة الأك؆ف تداولا

العام    del)ö(G  غودل  ʏاضي؈ن أن "  1931ࢭʈالر أي علم استɴباطي يحتوي عڴʄ جملة  م؄فɸنۘܣ عدم الاكتمال إڲʄ مجتمع 

 
ً

ݨملة إلا إذا  ɸذه اݍا عن إصدار حكم بخصوص  ". والتفس؈ف ɸو أن ɸذا العلم ʇ݀ݨز حتمً كذاب ʇستحيل أن يɢون مكتملا

 ا. إٰڈا بɢل Ȋساطة إحدى النقائص الأبدية ࢭʏ الفكر الȎشري الاستɴباطي. صار متناقضً 

إحدى اݍݵطوات المذɸلة والمث؈فة للإܿݨاب Ȋشدة ࢭʏ الفكر الرʈاعۜܣ ۂʏ تلك الۘܣ أنجزɸا غودل، والۘܣ استحق عن  

سنة ʇغامر، والمغامرة ۂʏ جوɸر   25  لا يتجاوز عمره ". ɲعم، شابسفاح المنطق وشيطانهجدارة واستحقاق Ȋسبّڈا لقب "

اݍݰرʈة، وʈنݬݳ ࢭʏ تحوʈل إحدى جمل الكذاب إڲʄ أداة رʈاضية فعالة ࢭʏ إثبات أشɺر م؄فɸنت؈ن ࢭʏ الفكر الرʈاعۜܣ، ألا وɸما  

 م؄فɸنتا عدم الاكتمال الأوڲʄ والثانية اللتان تɴسبان إليه. 

ا للȎساطة اسȘبعدت من النص ɠل الرموز الرʈاضية المعقدة، واحتفظت بأقل القليل مٔڈا. وعڴɸ ʄذا الأساس  طلبً 

 
ً

 عن الدراسة الرʈاضية الصارمة والصلبة لأعمال غودل المعروضة ࢭʏ كتب المنطق الرʈاعۜܣ، و୒نما يقدم  فɺو لا ʇشɢل بديلا

لɺا، والذي قد يɢون مفيدً ا تقرȎʈيً وصفً  لا  ا  الرʈاعۜܣ.  بالفكر  Ȋعيد  للمɺتم؈ن من  أن  أا  الܨݵصية  عتقد من وجɺة نظري 

؟ۜܣ الرʈاضيات، وȋخاصة مدر؟ۜܣ الرʈاضيات ࢭʏ المدارس الثانوʈة والمتوسطة، مطالبون بالاطلاع عڴʄ أعمال غودل، وما  مدرّ 

 ًʈؤلاء المدرّ ا وحاسمً أراه ضرورɸ و أن يتقنɸ اعۜܣ الأو اʈإطار المنطق الر ʏنة ࢭɸسون فن ال؄ف .ʏڲ 

 ًʈأن وجود جمل الكذاب الܶݰيحة نحو ʏاعۜܣ، وۂʈالفكر الر ʏمة ࢭɺاضيات،  يكشف النص عن نقطة مʈالر ʏا ࢭ

أمرً  التناقض  إثبات خلوɸا من  الذي جعل   ɸو 
ً

يحلموا  . وȋذلك قد لا يɢون متاحً ا مستحيلا الأفلاطوني؈ن أن  للرʈاضي؈ن  ا 

ا مثلما ɸو غ؈ف متاح لنظرا٬ڈم البنائي؈ن أن يɴشئوا رʈاضيات  بوجود رʈاضيات خالصة وغ؈ف متناقضة تɴتظر الاكȘشاف، تمامً 

 . مكتملة النضوج

ا منذ  ذلك لأٰڈم ʇعرفون جيدً ، مبتڧʄ حيوي ݍݨميع علماء الرʈاضيات اݍݵلو من التناقضالاȖساق أو ولنعلم بأن 

   زمن الإغرʈق القدامى أن وجود التناقض ࢭʏ ركن ما من الرʈاضيات يجعل
ً

، ومن ثمة  تمي؈ق اݍݰقيقة فٕڈا عن الوɸم مستحيلا

 
ً

ڈاية المطاف إڲʄ ٮڈاوي صرح الرʈاضياتا لا طائل من ورائه. ɠل ɸذا سيؤدي حتمً  عبȞيً يص؈ف الاشتغال ࢭɸ ʏذا العلم عملا  ٰʏا ࢭ  

الۘܣ يْڈاوى ٭ڈا الصرح المشيد من الطوب عندما ʇغمره الماء. وʈخآۜܢ علماء الرʈاضيات اݝݰ؅ففون Ȋشدة ࢭʏ    ذاٮڈا  بالطرʈقة

  ʏࢭ ماتع؄ف  اݍݵط؈فة، وذلك  التناقض  ظاɸرة  الوقت اݍݰاڲʏ من الوقوع 
َّ
سل

ُ
الۘܣ يتم غالبً اختيارات غ؈ف موفقة ݍݨمل الم ا  ، 
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   ٕڈا بْڈور وȋلا حذر ɸنا وɸناك ࢭʏ الرʈاضيات.تȎنّ 
ً
ا منذ عقود  ورغبة ࢭʏ السيطرة عڴɸ ʄذا الشعور باݍݵوف، جرى وʈجري حثʋث

نُ  ɠل   مراجعة 
ّ
مسل مثل  الرʈاضيات   ʏࢭ الأɸمية  ذات  الموضوعة  المسلمات  واݍݰلقات  ظم  والزمر  المرتبة  اݝݨموعات  مات 

 والنظيمية والتحليل والɺندسة وغ؈فɸا.  ات التوȋولوجية والم؅فيةضاءواݍݰقول والف

ب لʋس إڲʄ الرʈاضيات فحسب، و୒نما إڲʄ جميع العلوم لقد جعلت نتائج الاستحالة الۘܣ أثبْڈا غودل الشك يȘسرّ 

يكتب   (Karl Popper)   كارل بوبرالفيلسوف  الاستɴباطية النظرʈة المɢونة للبʋت الفكري الفلسفي، وɸو الأمر الذي جعل  

ʄإڲ معاصرʈه  سقراط   مؤʈدي  رسالة  ذلك  ميخ؄فɸ   من  النظري  فٕڈا عن  الفكري  الذي جعل  الأمر  بالذات  ɸو  ɸذا  . ولعل 

النظرʈة المؤʈدة بالمنطق التجرʈۗܣ العل׿ܣ، أي  - ا اݝݨال أمام العلوم التجرȎʈيةا فاܥݰً الفلسفي يفقد قيمته ومɢانته تقرʈبً 

ا علماء الف؈قياء بأن علمɺم قد يحتوي عڴʄ جملة كذاب واحدة، وذلك بالملاحظة والتجرȋة الف؈قيائʋت؈ن. ولا ʇساور الشك أبدً 

  ا من اݍݰوادث الف؈قيائية المتضادة.لاعتقادɸم الراܥݸ بأن الɢون خال تمامً 

  

  ، نظرة متحفية لأعداد الطبيعيةا .2

 
ُ
Ȗالطبيعي الأعداد  ࢭʏ عمليات عدّ   ةستخدم  القدم  الذي جعلɺا تكȘسب    منذ  الأمر  المادية، وɸو  الأشياء  وحصر 

الناس،ا ملموسً طاȊعً  الرʈاضية لدى غالبية  الɢائنات   ʏا ضمن   وتحصل بذلك ا أك؆ف من باࢮɸة لوجودʈمشروعية قو ʄعڴ

 عالم المفاɸيم الذɸنية الȎشرʈة.

   )seAhm(  أحمسقبل الميلاد، كتب    1640ࢭʏ حواڲʏ عام  
ً

ا لعمليات قسمة   متضمنً المصري عڴʄ ورقة بردية جدولا

العمليات اݍݰسابية Ȋعمليات توزʉع    .2عڴʄ    101وَ   5الأعداد الفردية اݝݰصورة ب؈ن   المؤرخ؈ن إجراء ɸذه  وقد رȋط Ȋعض 

 ُʉالناس. و ʄد    عدّ اݍݵ؄ق عڴɺع ʏالأعداد الطبيعية. وࢭ ʄخ الموثقة لبدايات اݍݰساب عڴʈالتار ʏنص أحمس أحد أقدم المصادر ࢭ

ɠان يُدرَّس للتلاميذ فن المعادلات اݍݨ؄فية من الدرجة الثانية عڴʄ النحو   ق.م) 1750-1792حموراȌي (الملك البابڴʏ الشɺ؈ف 

𝑥"إذا ɠان    :تطرح علٕڈم المسألة الآȖي: + 𝑦 = 𝑎   َو𝑥𝑦 = 𝑎ଶ 4⁄ − 𝑏ଶ طلب م يُ . ث"𝑦وَ   𝑥فجِدْ  ،  𝑎أصغر من    𝑏  حيث  ⁄4

𝑥مٔڈم استخلاص المقدار   − 𝑦  
ً
  ا من المساواة انطلاق

𝑥𝑦 = ൬
𝑥 + 𝑦

2
൰

ଶ

− ቀ
𝑥 − 𝑦

2
ቁ

ଶ

 

𝑥فيجدون أن   ،𝑥أصغر من   𝑦مف؅فض؈ن أن   − 𝑦 = 𝑏.  ستخدمون جملة المعادلت؈نʇ عد ذلكȊ  

൜
𝑥 + 𝑦 = 𝑎
𝑥 − 𝑦 = 𝑏

 

 ʄاݍݰل للوصول إڲ 

𝑥 =
𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦 =

𝑎 − 𝑏

2
. 

) الذي عاش ࢭʏ مدينة ساموس  ق.م.  Pythagoras  )585-500  فيثاغورس  ࢭʏ اليونان القديمة شرَّع الفيلسوف

ا للرʈاضيات مɢانة مركزʈة ࢭȖ ʏعاليمه. وɠان ɸو وأتباعه ينظرون إڲʄ الأعداد الطبيعية عڴʄ أٰڈا  ا، معطيً ا وأخلاقيً ا ديɴيً نظامً 

لت ࢭʏ نظرɸم مصدر اݍݨمال والنظام ࢭɠ ʏون   ، أشياء إلɺية عليا
َّ
وعڴɸ ʄذا الأساس يمكن اعتبار اݍݨملة "ɠل ءۜܣء ࢭʏ   .ومث

ا لرؤʈة فيثاغورس إڲʄ الأعداد الطبيعية. وما أضافه ɸذا الرجل ومدرسته إڲʄ الرʈاضيات ɸو  ا جيدً الɢون ɸو عدد" مݏݵصً 

 فن ال؄فɸنة، إذ أكد أنه لا يجب الاكتفاء باكȘشاف وحصر خواص الأعداد، و୒نما يجب كذلك إثبات ܵݰة ɸذه اݍݵواص. 

العصر    ʏࢭʏالميلاديوتحديدً   ،اݍݰاڲ عشر  التاسع  القرن  ٰڈاية   ʏࢭ علماء    ɠ  Cantorانتور م  قدّ   ،ا  مجتمع   ʄإڲ

ولقد احتوت ɸذه النظرʈة عڴʄ نظرʈة جزئية    .الرʈاضيات نظرʈته الرائدة حول اݝݨموعات، والمسماة "نظرʈة اݝݨموعات"

ا  اء منطقيً ا عڴɸ ʄذه الأخ؈فة أعطى ɠانتور بنً . اعتمادً )Ordinal number theory(أخرى تدڤʄ "نظرʈة الأعداد ال؅فتيȎية"  
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من أجل الاطلاع عڴʄ تقنيات ɸذا الإɲشاء،    للأعداد الطبيعية.  )Standard model(ا بالنموذج المعياري  دڤʄ حاليً لما يُ ا  دقيقً 

  . ]11[وَ  [3]يرڊʄ العودة إڲʄ المرجع؈ن 

  

 مسلمات بيانو الثلاث لݏݰساب ࡩʏ الأعداد الطبيعية  .3
 
ّ
للمسل الشɺ؈فات مات اݍݵمبصياغته  أصبح    س  إليه،  المɴسوȋة  الɺندسة المستوʈة   ʏࢭ 

ُ
المؤسس    Euclid  قليدس أ

ماȖي  
َّ
سل

ُ
  ɸيل؄فت ، وɸو الفكر الذي أعيد إحياؤه ࢭʏ بداية القرن العشرʈن من قبل  )Axiomatic thinking(الأول للفكر الم

Hilbert   
ً
الفكر اختلاف الرʈاضيات المعاصرة برمْڈا. وʈختلف ɸذا  الفكرʈن  ا جوɸرʈً وتلاميذه، حيث ساد من Ȋعدɸا  ا عن 

 ًʈم اختيار
َّ
ا عڴʄ العقل، ثم يقوم بالبناء  ا بܶݰْڈا ولا مفروضة فرضً الاعتقادي واݍݰد؟ۜܣ، ذلك أنه ʇعتمد عڴʄ مقولات مُسل

علٕڈا بواسطة طرائق الاستدلال من أجل إɲشاء مقولات فكرʈة جديدة. ࢭʏ ح؈ن ʇعتمد الفكر الاعتقادي عڴʄ فكرة الإيمان  

تلعب دورً  الۘܣ   ʏالصرفة، وۂ ًʈالاعتقادي  ا محور المنطق   ʏࢭ المعارف  )Belief logic(ا  أن أصول  اݍݰد؟ۜܣ  الفكر  . وʉعت؄ف 

رة، ولا  الȎشرʈة Ȗعود إڲʄ مقولات حدسية خالصة، بمعۚܢ أٰڈا متوافقة تمامً  ِ
ّ

فك
ُ
ا مع اݍݰدس الȎشري، ومستقلة عن الذات الم

ڈا واܷݰة بذاٮڈا إڲʄ الȘسليم الاختياري بܶݰْڈا، ومن ثمة فࢼܣ مقولات فارضة نفسɺا فرضً  ا عڴʄ العقل، وȖعت؄ف  تحتاج ɠوٰ

 من أسس من عمله. 

ا إڲʄ نظرʈة اݝݨموعات ثلاث مسلمات لݏݰساب ࢭʏ الأعداد الطبيعية،  مسȘندً   Peano  بيانووضع    1889ࢭʏ العام  

ا إياɸا المقدمات الɢافية والضرورʈة لإنجاز جميع خواص ɸذا اݍݰساب. ولقد اتܸݳ من دراسات منطقية لاحقة بأن  معت؄فً 

 بل بيانو.الإسناد إڲʄ نظرʈة اݝݨموعات لم يكن خطوة سديدة من قِ 

صعبً  أبدً ولʋس   ا 
ّ
المسل ɸذه  عرض  المدرسة  ا  أن   ʄعڴ شاɸد  وɲ୒ي  والثانوʈة.  المتوسطة  المدارس  تلاميذ   ʄعڴ مات 

 
ّ
ɴة تبʈالمتوسطة اݍݨزائر  ʏࢭ القرن العشرʈن تحت إشراف المفȘش محـمد بن قادة رحمه الله ɸذا    ستʋنيات وسبعيɴياتت 

مت  ا بالمدرسة الأساسية، الطور الثاɲي، قدّ سة الرʈاضيات سابقً مدرّ   العرض. ودليڴʏ عڴʄ ذلك ɸو أن السيدة داودي فاطنة،

 
ّ
أمام مجموعة من التلاميذ الملتحق؈ن    1984-1983وَ  1983-1982مات بيانو خلال الموسم؈ن الدراسي؈ن دروسا حول مسل

 
ُ
 ا من ɸذه اݝݨموعة. ر ڲʏ أن أɠون واحدً دّ بالمدرسة الأساسية ابن عياد، الطور الثاɲي، بمدينة اݍݨلفة. وقد ق

 
ّ
إڲʄ مسل ࢭʏ ذلك  السيدة الفاضلة Ȗعرʈف الأعداد الطبيعية مسȘندة  النحو  عرضت ɸذه   ʄالثلاث عڴ مات بيانو 

، ومرفقة بتطبيق  0تحتوي عڴʄ عنصر يدڤʄ الصفر، ʇشار إليه بالرمز    ℕالآȖي: مجموعة الأعداد الطبيعية ۂʏ مجموعة  

:𝑆(دالة)  ℕ → ℕ  :بحيث 

1(   ʏل عدد طبيڥɠ من أجلℕ ∋ 𝑛 ،0 ≠ 𝑆(𝑛)؛ 

ℕمتباين، بمعۚܢ أنه من أجل ɠل عددين طبيعي؈ن   𝑆التطبيق  )2 ∋ 𝑛   َوℕ ∋ 𝑚،   انɠ إذا𝑆(𝑚) = 𝑆(𝑛) فإن ،

𝑚 = 𝑛؛ 

ℕمتعلقة بالعدد الطبيڥ𝑃(𝑛)    ʏمن أجل ɠل قضية   )3 ∋ 𝑛    انتɠ إذا :ʏلدينا ما يڴ𝑃(0)  لɠ ذا، من أجل୒و ،ℕ ∋

𝑛  انتɠ  ،𝑃(𝑛)    منطقيا فإن  Ȗ𝑃൫𝑆(𝑛)൯ستلزم   ،𝑃(𝑛)    لɠ أجل  ℕمن  ∋ 𝑛 و  .ʉ  مباشرة الفرض  ɸذا  عطي 

ℕ، و୒ذا، من أجل ɠل  ܵݰيحة  𝑃(0)ا: إذا ɠانت  النȘيجة التالية المستخدمة عمليً  ∋ 𝑛  ݰة تؤدي   ɠ ،𝑃(𝑛)انتܵ 

ℕمن أجل ɠل  ܵݰيحة  𝑃(𝑛)، فإن  𝑃൫𝑆(𝑛)൯إڲʄ ܵݰة   ∋ 𝑛 .ان بال؅فاجعɸذه المسلمة بمبدأ ال؄فɸ ʄتدڤ .  

بوضع   داودي  السيدة  قامت  ذلك  Ȋ𝑆(0)عد  = الطبيعية  1 الأعداد  جمع  عمليۘܣ  فتْ  عرَّ ثم   ×وضر٭ڈا    +، 

  ا كما يڴʏ:تراجعيً 

0 + 𝑚 = 𝑚, (𝑛 + 1) + 𝑚 = (𝑛 + 𝑚) + 1 
0 × 𝑚 = 0, (𝑛 + 1) × 𝑚 = (𝑛 × 𝑚) + 𝑚 
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اعتمادً  اݍݨاد  وتحققت  الرʈاضيات  مدرس  وʉستطيع  والضرب.  اݍݨمع  خواص  من  الكث؈ف  ܵݰة  من  التعرʈف  ɸذا   ʄعڴ ا 

وسيɢون ذلك شديدة الفائدة لفكرɸم الطازج،  والشاطر أن يفعل الآۜܣء ذاته، وأن يɢلف تلاميذه بالقيام بأɲشطة مماثلة.  

ɺباطي، ألا وۂفɴم خصائص الفكر الاستɸم منذ البداية بص؈فة بأɺو يمنحʏ   
ً
ا التحقق من ܵݰة الكث؈ف من النتائج انطلاق

ا. وسيحظى تلاميذ الإعلام الآڲʏ من ناحيْڈم بالفائدة عئڈا، حيث سيعئڈم  من مجموعة منْڈية من المقدمات المعروفة مسبقً 

 
ّ
ا. وʉشɢل  م فن إɲشاء اݍݵوارزميات المعقدة باستخدام عدد قليل من اݍݵوارزميات الصغ؈فة المعروفة مسبقً ذلك عڴȖ ʄعل

ا يتم تلق؈ن طلاب الإعلام الآڲɸ  ʏذا الفن ࢭʏ اݍݰقيقة عماد اخ؅فاع لغات برمجة اݍݰواسʋب والآلات الذكية، وȌسȎبه تحديدً 

  مبادئ اللغات الرʈاضية والمنطق الرʈاعۜܣ. 

تتمحور جميع خواص الأعداد الطبيعية حول العددين الصفر والواحد وعمليۘܣ اݍݨمع والضرب وعلاقة 'أصغر  

ʇساوي'   السداسية  ≥أو   ʄوتدڤ الثلاث.  بيانو  مسلمات  من  ɠلɺا  تɴبع  كما   ،𝔑 = (ℕ; 0,1; +,×; أبجديات    (≥  ʏࢭ

النموذج الذي قرر خ؄فاء Ȗعليمية الرʈاضيات أن يُ  م إڲʄ  قدّ الرʈاضيات الأولية بالنموذج المعياري للأعداد الطبيعية، وɸو 

 التلاميذ ࢭʏ المدارس.

  

  حساب روɴȋسون   .4

لقد سڥʄ كث؈ف من علماء المنطق الرʈاعۜܣ لأسباب وجٕڈة إڲʄ فصل نظرʈة اݍݰساب ࢭʏ الأعداد الطبيعية عن نظرʈة  

وʈتمثل السȎب الأول من ب؈ن ɸذه الأسباب ࢭʏ أن إثبات خلو النظرʈة الأوڲʄ من التناقض أʇسر بكث؈ف من إثبات    .اݝݨموعات

 
ّ
ࢭRobinson    ʏ  روɴȋسون مɺا  مات الȘسع التالية الۘܣ قدّ خلو الثانية منه. ولعل أȊسط إنجاز ࢭɸ ʏذا الشأن يتمثل ࢭʏ المسل

، وʉسمٕڈا علماء  ɠℝ𝕆𝔹أساس لݏݰساب ࢭʏ الأعداد الطبيعية. ʇشار ࢭʏ كتب اݍݰساب إڲɸ ʄذه المسلمات بالرمز    1950العام  

  المنطق بحساب روɴȋسون. 

1. 𝑛 + 1 ≠  ؛0

2. 𝑛 + 1 = 𝑚 + 1 ⇒ 𝑛 = 𝑚؛ 

3. 𝑛 + 0 = 𝑛؛ 

4. 𝑛 + (𝑚 + 1) = (𝑛 + 𝑚) +  ؛1

5. 𝑛 × 0 =  ؛0

6. 𝑛 × (𝑚 + 1) = 𝑛 × 𝑚 + 𝑛؛ 

7. ¬(𝑛 <  ؛(0

8. 𝑛 < 𝑚 + 1 ⇔ 𝑛 < 𝑚 ∨ 𝑛 = 𝑚؛ 

9. 𝑛 < 𝑚 ∨ 𝑛 = 𝑚 ∨ 𝑚 < 𝑛. 

   ℝ𝕆𝔹س الرʈاضيات اݍݨاد أن يتحقق دون عناء من ܵݰة المسلمات  ا، ʇستطيع مدرّ وكما ذكر سابقً 
ً
ا من انطلاق

 ݍݰساب روɴȋسون. )Model(ا نموذجً 𝔑 . وعڴɸ ʄذا الأساس تدڤʄ السداسية  مسلمات بيانو الثلاث

  : ا إڲʄ مسلمات بيانو الثلاث من ܵݰة الصيغت؈ن المكممت؈نكذلك ʇستطيع المدرس اݍݨاد أن يتأكد اسȘنادً 

(∀𝑛)(𝑛 ≤ 𝑛) ቀساوي  نفسهʇ أصغر  أو  ʏل عدد طبيڥɠቁ   

(∀𝑛)(∀𝑚)(𝑛 + 𝑚 = 𝑚 + 𝑛) ቀعملية جمع الأعداد  الطبيعية  تبديليةቁ 

قابلت          غ؈ف  اݍݵاصʋت؈ن  ɸات؈ن  أن   ؈بيد 
ً
انطلاق للإقرار  المسلمات  ن  من  ࢭℝ𝕆𝔹  ʏا  ܵݰْڈما  من  الرغم   ʄعڴ وذلك   ،

مطلو𝔑.  ًȋالنموذج   أبدً ولʋس  التلاميذ.ا  أمام  ذلك  إثبات  مكتمل   ا  غ؈ف  روɴȋسون  حساب  إن  اݍݰالة  ɸذه   ʏࢭ وʈقال 
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)Incomplete(.   نا    نذكروɸ قابلة للإقرار  الغ؈ف  الصيغة    بأن)Undecidable(    الۘܣ لا ʏان يؤكد ܵݰْڈا ولا  ۂɸيوجد بر

  . آخر يؤكد خطأɸا

 
ً

مكتملا لʋس  روɴȋسون  حساب  أن  التالية  الشɺ؈فة  غودل  م؄فɸنة  للاكتمال  وتب؈ن  قابل  غ؈ف  أيضا  و୒نما  فحسب،   

(Incompletable) .  

  

  عدم الاكتمال الأوڲʄ لغودل (الصياغة الدلالية)  م؄فɸنة .5

ݰيحةℝ𝕆𝔹 ا ومحتوʈة عڴʄ  معرفة تراجعيً   ɠ  Γل مجموعة مسلمات غ؈ف مكتملة، بمعۚܢ أنه   𝔑  ࢭʏ النموذج  وܵ

  ʏتوجد ما لا ٰڈاية من الصيغ المغلقة الܶݰيحة ࢭ𝔑    وغ؈ف القابلة للإقرار انطلاقا منΓ  عبارة أخرى، اݍݰسابȌو .ℝ𝕆𝔹  

 غ؈ف قابل للاكتمال. 

 
   Rosser  روسرلقد استطاع  

ً
 ࢭʏ شروط م؄فɸنة عدم الاكتمال الأوڲʄ، وʈحصل عڴʄ النص النحوي  أن يȎسط قليلا

:ʏالتاڲ  

  

  لغودل وروسر (الصياغة النحوʈة)  عدم الاكتمال م؄فɸنة .6

  غ؈ف مكتملة. ℝ𝕆𝔹 مȘسقة ومعرفة تراجعيا ومحتوʈة عڴɠ  Γ   ʄل مجموعة مسلمات

  

  :ʏلنتذكر ما يڴ 

مسلمات   مجموعة  إن  متناقضة   )consistent(مȘسقة  Γ نقول  غ؈ف  ɠانت  )Not contradictory(أو  إذا   ،

   Thm୻  الصيغمجموعة  
ً
انطلاق عٔڈا  التنا  Γا من  الم؄فɸن  معً قخالية من  آن   ʏࢭ أي لا تحتوي  ما ونفٕڈا  ض،  ا عڴʄ صيغة 

Thm୻المنطقي، وȌعبارة أخرى "لا توجد صيغة   ∋ 𝑃    بحيثThm୻ ∋ ¬𝑃  تمثل الكتابتان ."Thm୻ ∋ 𝑃  "َو 𝑃  قابلة

 
ً
Γا ࢭʏ كتب المنطق بالكتابة الرمزʈة  " نفس القضية، والۘܣ ʇشار إلٕڈا غالبً Γا من  لل؄فɸان انطلاق ⊢ 𝑃.  

  

7.  ʄنة عدم الاكتمال الأوڲɸإثبات م؄ف ʏحول فكرة غودل المستعملة ࡩ  

 اعت؄ف غودل اݍݨملة التالية "
ً
صرّحِ إڲʄ اݍݨملة ذاٮڈا، أي  Γا من  أنا لستُ قابلة لل؄فɸان انطلاق

ُ
"، وʉعود الضم؈ف الم

 
ً
انطلاق لل؄فɸان  قابلة  لʋست  بأٰڈا  تصرح  من  أٰڈا   Γا 

ُ
Ȗ الأساس  ɸذا   ʄوعڴ الكذاب،  .  جمل  إحدى  بامتياز  اݍݨملة  ɸذه  عد 

بواسطة الرموز الأساسية    𝑃ف عن القضية  ع؄ّ . إحدى براعات غودل المدɸشة ۂʏ أنه استطاع أن 𝑃 ُʇوسɴش؈ف إلٕڈا ɸنا بالرمز  

:ʏالأعداد الطبيعية، وۂ ʏلݏݰساب ࢭ   

0,1, +,×, =, ≤, ¬,∧,∨, ⇒, ⇔, (, ) 
  𝑃وɸكذا فالقضية  

ُ
Ȗ ّالأعداد الطبيعية. اݍݨملة  ع؄ ʏاݍݰساب ࢭ ʄت׿ܣ إڲɴاضية تʈاݍݰقيقة عن صيغة ر ʏف ࢭ𝑃   وɸ مصاغة كما

رʈاضية. وɸذا لا ʇعۚܣ أٰڈا تمثل صيغة رʈاضية حقيقة. وعڴɸ ʄذا الأساس ɠان يجب التأكد من  -واضع بواسطة لݤݨة عرȋية

  ɸذا الأمر، وɸو ما قام به غودل باقتدار. 

كث؈فً  مكتوȋة  نصادف  غ؈فɸا قضايا   ʏوࢭ المدرسية  الرʈاضيات  كتب   ʏࢭ والفرɲسية-العرȋية  باللݤݨاتا  - الرʈاضية 

 الرʈاضية. وما يɴبڧʏ أن يقوم به أي مدرّ -ل؈قيةɢالرʈاضية والإن
ُ
Ȗ ذه القضاياɸ و أن يتأكد من أنɸ اضيات جادʈف عن  ع؄ّ س ر

ا للغاية. ولعڴʏ ٭ڈذا أضع أصبڥʏ عڴʄ واحدة من المشاɠل  صيغ رʈاضية حقيقية. وࢭȊ ʏعض الأحيان يɢون ɸذا التحقق صعبً 

الرʈاضيات متعذرً  مواضيع  السليم حول  التصور   ʄإڲ الوصول  وتجعل  البلد،  ࢭɸ ʏذا  الرʈاضيات  فɺم  Ȗعرقل  لʋس  الۘܣ  ا، 
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رتُ عمدً بالɴسبة للتلاميذ فحسب، و୒نما أيضا بالɴسبة لمدرّ 
َ

ڈتُ  ؟ۜܣ الرʈاضيات بمختلف أطيافɺم. وقد ذك َّّ ا ɸذا الأمر ɸنا، ون

 عڴʄ خطورته. 

 
ّ
   𝑃منا بأن  إذا سل

ً
 Γا من  قابلة لل؄فɸان انطلاق

ّ
Γمنا بأنه لدينا  ، أي إذا سل ⊢ 𝑃  ْون بذلك قد أقررنا بما صرحتɢفن ،

 𝑃به  
ً
Γ. وɸكذا حصلنا عڴʄ النفي المنطقي للقضية  Γا من  ، وۂʏ أٰڈا لʋست قابلة لل؄فɸان انطلاق ⊢ 𝑃  القضية ʄأي عڴ ،

¬(Γ ⊢ 𝑃)  و أن القضيةɸ ذاɸ ستخلص منʇ وما .Γ ⊢ 𝑃   ًستلزم منطقيȖ  ا نفٕڈا المنطقي¬(Γ ⊢ 𝑃)  فࢼܣ حتما ʏالتاڲȋو .

Γ)¬خاطئة، أي أن نفٕڈا المنطقي  ⊢ 𝑃) سوى الصيغة ʏوالۘܣ ما ۂ ،𝑃،   كذا فالصيغةɸܵݰيحة. و𝑃    انɸغ؈ف قابلة لل؄ف

 
ً
. لنتذكر بأننا ɲستطيع بɢل ʇسر أن نثȎت مستخدم؈ن جداول اݍݰقيقة بأن أية قضية رʈاضية Ȗستلزم نفٕڈا  Γا من  انطلاق

 المنطقي ۂʏ حتما خاطئة. 

 
ّ
النفي المنطقي للصيغة  من ناحية ثانية إذا سل    𝑃منا بأن 

ً
 Γا من  قابلة لل؄فɸان انطلاق

ّ
منا بأنه لدينا  ، أي إذا سل

Γ ⊢ ¬𝑃  ون بذلك قد أقررنا بنقيض ما صرحتْ بهɢفن ،𝑃 
ً
لل؄فɸان انطلاق أٰڈا قابلة   ʏا من  ، وۂΓ ʄكذا حصلنا عڴɸو .

Γالقضية  ⊢ 𝑃  ما أنȋو .Γ  ًآن مع ʏون لدينا ࢭɢسقة، فلا يمكن أن يȘا  مΓ ⊢ 𝑃  َوΓ ⊢ ¬𝑃  ون القضيةɢذا أن تɸ حتمʈو .

Γ ⊢ ¬𝑃  عۚܣ أن الصيغةʇ خاطئة، الأمر الذي¬𝑃  
ً
 . Γا من  غ؈ف قابلة لل؄فɸان انطلاق

   𝑃ما حصلنا عليه ɸو أن لا الصيغة  
ً
   𝑃¬، ولا نفٕڈا المنطقي  Γا من  قابلة لل؄فɸان انطلاق

ً
ا من  قابلة لل؄فɸان انطلاق

Γ 
ً
 ∎ . انتࢼܢ ال؄فɸان. Γا من  . وعڴɸ ʄذا الأساس فࢼܣ غ؈ف قابلة للإقرار انطلاق

ا بما يكفي، أو رȋما يُبالغ ࢭʏ صعوȋته. قد ʇسبق إڲʄ أذɸان البعض بأن إثبات م؄فɸنة عدم الاكتمال الأوڲʄ لʋس صعبً 

ۂʏ صيغة حسابية صرفة ɸو أمر بالغ الصعوȋة، زد عڴʄ ذلك لم يتم التحدث ɸنا    𝑃ࢭʏ اݍݰقيقة التحقق من أن القضية  

ا للسɺولة عن اللغة الرʈاضية المطلوȋة لكتابة الصيغ الرʈاضية اݍݵاصة باݍݰساب ࢭʏ الأعداد الطبيعية، كما لم يتم  سعيً 

التطرق إڲʄ نظم ال؄فɸنة المستخدمة. ɠل ɸذا مطلوب التحدث عنه بدقة تامة من أجل صياغة برɸان رʈاعۜܣ صلب للم؄فɸنة  

  قيد المعاينة. 

     

  حساب بيانو .8

، ولا يوجد ما ʇش؈ف إلىه ࢭʏ حساب روɴȋسون. وʈمكن التعب؈ف  𝔑ال؄فɸان بال؅فاجع ɸو أɸم خاصية يتم؈ق ٭ڈا النموذج  

  ، عڴʄ النحو الآȖي:𝕀𝕟𝕕عن ɸذه خاصية، والۘܣ ɲش؈ف إلٕڈا بالرمز  

ቀ𝑃(0) ∧ (∀𝑛)൫𝑃(𝑛) ⇒ 𝑃(𝑛 + 1)൯ቁ ⇒ (∀𝑛)𝑃(𝑛) 

ℝ𝕆𝔹. إن اݍݰساب ࢭʏ الأعداد الطبيعية المعتمد عڴʄ المسلمات  𝑛صيغة متعلقة بالرمز المتغ؈فيِّ    𝑃(𝑛)حيث   + 𝕀𝕟𝕕 

ݍݰساب روɴȋسون. وتبقى    اتوسيعً ا  وضوحً ، وɸو ʇشɢل  )Peano arithmetic(يدڤʄ ࢭʏ أبجديات الرʈاضيات بحساب بيانو  

ا غ؈ف قابل للاكتمال. بيد أنه أك؆ف كفاءة من  م؄فɸنة عدم الاكتمال الأوڲʄ صاݍݰة بالɴسبة لɺذا اݍݰساب، ولذلك فɺو أيضً 

. وࢭʏ اݍݰقيقة ɲستطيع إثبات  𝔑حساب روɴȋسون ࢭʏ إثبات خواص اݍݰساب ࢭʏ الأعداد الطبيعية، والۘܣ يتمتع ٭ڈا النموذج  

 
ً
انطلاق علٕڈا  الم؄فɸن  الطبيعية  الأعداد  جميع خواص  ܵݰة  اݍݰساب  ɸذا  إطار   ʏلا  ࢭ والۘܣ  الثلاث،  بيانو  مسلمات  من  ا 

  ʇُستخدم ࢭʏ كتابْڈا سوى الرموز الأساسية: 

0,1, +,×, =, ≤, ¬,∧,∨, ⇒, ⇔, (, ) 
 ُʇ أنه تمكن من أن ʏف بواسطة الرموز الأساسية السابقة عن القضية "ع؄ّ براعة غودل الثانية ۂΓ    سقة"، والۘܣȘم

  Γ، حيث  ɲCon୻ش؈ف إلٕڈا ɸنا بالرمز  
ّ
.  ا ومحتوʈة عڴʄ مسلمات حساب بيانوفة تراجعيً قة ومعرّ مات مȘسّ ۂʏ مجموعة مسل

 
ّ

ت لʋس أسس الفكر الرʈاعۜܣ فحسب، و୒نما أيضا  نه ذلك من أن يثȎت ܵݰة الم؄فɸنة الاستȞنائية التالية والۘܣ ɸزّ وقد مك

  أسس الفكر الغرȌي برمته.
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 عدم الاكتمال الثانية لغودل م؄فɸنة .9
ℝ𝕆𝔹ا ومحتوʈة عڴʄ مسلمات حساب بيانو  فة تراجعيً مجموعة مسلمات مȘسقة ومعرّ   Γ  إذا ɠانت + 𝕀𝕟𝕕، 

  Γفإنه لا يمكن إثبات اȖساق  
ً
  Con୻، أي بمعۚܢ أن الصيغة  Γ  ا منانطلاق

ً
  . Γا من  غ؈ف قابلة لل؄فɸان انطلاق

  

  بالكتابة يمكن التعب؈ف عڴʄ نȘيجة ɸذه الم؄فɸنة

Con୻ ⟹ ¬(Γ ⊢ Con୻) 
  والۘܣ تɢاࢭȃ الصيغة 

"Γ ⊢ Con୻" ⟹ "Γ ⊢ ¬Con୻" 
 ًʈلغو ʄانت  تقرأ الكتابة الأوڲɠ ي "إذاȖالنحو الآ ʄا عڴΓ   

ً
"، وȋالتاڲʏ "إذا ɠان 'اȖساق  Γا من  مȘسقة، فلا يمكن إثبات ذلك انطلاق

Γ 
ً
' قابل  Γا كما يڴʏ "إذا ɠان 'اȖساق ا غ؈ف مȘسقة". بʋنما تقرأ الكتابة الثانية لغوʈً حتمً   Γفإن   ،Γا من ' قابل للإثبات انطلاق

 
ً
 ' قابل للإثبات أيضً Γ، فإن 'عدم اȖساق  Γا من  للإثبات انطلاق

ً
  ". Γا من  ا انطلاق

  

  حول فكرة غودل المستعملة ࡩʏ إثبات م؄فɸنة عدم الاكتمال الثانية .10

   𝑃مȘسقة، فالصيغة    Γا إڲʄ م؄فɸنة عدم الاكتمال الأوڲʄ أنه إذا ɠانت  يأȖي اسȘنادً 
ً
ا من  غ؈ف قابلة لل؄فɸان انطلاق

Γ  انتɠ عبارة أخرى، "إذاȌو .Con୻  فإن ،𝑃 
ّ

   𝑃ر أن اݍݨملة " " (تذك
ً
" ما ۂʏ سوى الصيغة  Γا من  غ؈ف قابلة لل؄فɸان انطلاق

𝑃 ًن بأن الصيغة  ). اعتمادɸذا استطاع غودل أن ي؄فɸ ʄا عڴCon୻ ⇒ 𝑃   
ً
. من ɸنا يȘب؈ن أنه إذا  Γا من  قابلة لل؄فɸان انطلاق

   ɠCon୻انت  
ً
ۂʏ الأخرى قابلة لل؄فɸان   𝑃، فإن قاعدة القياس الاستȞناǿي تخ؄فنا بأن الصيغة  Γا من  قابلة لل؄فɸان انطلاق

 
ً
   𝑃. وɸذا تناقض، لأن Γا من  انطلاق

ً
   Con୻. وȋالتاڲʇ ʏستحيل أن تɢون  Γا من  غ؈ف قابلة لل؄فɸان انطلاق

ً
ا قابلة لل؄فɸان انطلاق

 ∎ . انتࢼܢ ال؄فɸان. Γمن  
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