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بي؈ف  عنوانه "تارʈخ الفضاءات التامة" ل 1984صدر عام  مقال من الفرɲسية إڲʄ العرȋية ݍݨزء من  ترجمة ɸذا المقال ɸو 

  1.دوغاك

 

ومن ɸنا بدأت المس؈فة  .  غ؈ف ناطق  2√ العدد    أن يبدو أنّه ࢭʏ القرن اݍݵامس قبل الميلاد اكȘشف فيثاغوريٌّ مجɺول  

الرʈاضي؈ن، من بئڈمالناطقةالأعداد  تمام مجموعة  لإالطوʈلة   الۘܣ ارتبطت بأسماء عدد من كبار  ،  لرʈأو :  ، وۂʏ المس؈فة 

، الذين أسɺموا بطرائق مختلفة ࢭʏ بناء مجموعة الأعداد اݍݰقيقية  ديدكيند و  ،ɠانتور و ،  ɸاينو ،  م؈فايو ،  ɠوءۜܣو ،  ȋولزانوو 

ا من الأعداد  
ً
 .، سواء ع؄ف المتتاليات، أو المقاطع، أو مفاɸيم الٔڈايةالناطقةانطلاق

  

  ظɺور معيار كوءۜܣ  .1

ɠوءۜܣإ معيار  الذينّ  الم  ،  ɸو  التام،  الفضاء  مفɺوم   ʄإڲ المركزʈة؄فɸنسيؤدي  ɠل    ة  علٕڈا  يقوم  الۘܣ  (الأساسية) 

  التحليل الكلاسيɢي.
ّ

  لمعيار ɠوءۜܣ:   عقديةالصيغة اݍݰالية المتعلقة بالمتتاليات الب رنذك

𝜀 ٰڈاية، يلزم وʈكفي أن يɢون من أجل ɠل  ௡(𝑢௡)  ةعقديلɢي تɢون للمتتالية ال > 0  ʏيوجد عدد طبيڥ  𝑁   من أجل  حيث

,ɠ𝑛ل    𝑚      حيث𝑛, 𝑚 ≥  𝑁  ون لدينا يɢ  |𝑢௡ − 𝑢௠| < 𝜀. 

التعرʈفنقدّ  ࢭɸ ʏذا  الرموز المستخدمة  الملاحظات حول  أولا Ȋعض  الذي سلكه   ،م  الطوʈل  المسار  تُظɺر  والۘܣ 

  للوصول إڲɸ ʄنا. 

شر عام  توماس ɸارʈوتل  Artis analyticae praxisࢭʏ كتاب    وردت علامات ال؅فجيح
ُ
ɲ ذا  م  ، حيث قدّ 1631، الذيɸ

 ظɺرت  فقد    ௡(𝑢௡)كتابة  ال  أما  . المؤلف علامات المقارنة المستخدمة للمتتاليات
ً

عڴʄ الشɢل    1759عام    لاغرانج عند  أولا

𝑦௠   ʏحيث يمثل الأس ࢭ𝑦   ُب حدود المتتالية. قبل أن تʋترت ʏا ࢭɺموقع ّȎعام    تث ʏا اݍݰاڲɺلɢش ʏكتاب   1800ࢭ ʏࢭ Traité des 

différences et des séries  سبة ل؅فم؈ق .لاكروالɴالȋو   ،س؅فاشفاير   أدخلهفقد    ،المطلقة  ة القيم  وʄمذكرة    عُ؆ف عڴ ʏأول أثر له ࢭ

شرت عام 
ُ
ɲ1877  ته  ضهعر بمناسبةʈع التحليلية المنتظمةانظرȊلتوا.  

، مما أدى إڲʄ البحث عن معاي؈ف التقارب  غ؈ف المنْڈيةالسلاسل  ب  ࢭʏ الاɸتمام  ن و بدأ الرʈاضي  الراȊع عشرࢭʏ القرن  

  وجود من أنه يجب استɴتاج    ɴبعأن صعوȋة إثبات معيار ɠوءۜܣ ت  نلاحظمفɺوم الٔڈاية، و   ୒ڲʄ وضعو   ،السلسلة  بحدودالمتعلقة  

الٔڈاية   بناء  الإثبات  يتطلب  صراحة.  معرفْڈا  دون  ا  الٔڈاية، 
ً
المعنيةانطلاق المتتالية  الإثبات    .من  مسبقًاɸذا  بناء    يف؅فض 

اݍݰقيقية،   الأعداد  إحدىمجموعة   ʏي  وۂɢالكلاسي للتحليل  الأساسية  تم    ،اݝݰطات  الستʋنات    إنجازɸا والۘܣ   ʏࢭ

  .التاسع عشروالسبعينات من القرن 

 
128.-, 1984. pp. 3n°1, Histoire des espaces complets, Revue d'histoire des sciences, tome 37, DugacP.  
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أور أن    نلاحظ القرن  ɠان    مس نيɢول   ʏࢭ أثȎت  عشرقد  العام    الراȊع  اݍݰد  ذات  السلسلة    أن 
ଵ

௡
السلسلة    ʏوۂ  ،

قام بتجميع حدود السلسلة التوافقية ࢭʏ مجموعات، مجموع ɠل مجموعة مٔڈا أك؄ف من أو ʇساوي   .متباعدة  ،التوافقية
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لɢل مجموعة، مجموع ɠل مجموعة مٔڈا    احد2௡   ե  تجميع حدود السلسلة التوافقية ࢭʏ مجموعات منم بس أور قام  

أك؄ف أو ʇساوي  
ଵ

ଶ
ڈائيً وȋما أن ɸناك عددً   . ڈائيً ا من اݝݨموعات، فإن مجموع السلسلة التوافقية يجب أن يɢون أيضً ا لاٰ  ا  ا لاٰ 

   إذن غ؈ف متقارب). يɴتج عن ذلك أن اݝݨموع اݍݨزǿي للسلسلة التوافقية أك؄ف من ،(غ؈ف محدود
௡

ଶ
. لذلك فإن  𝑛مɺما ɠان   

  والسلسلة متباعدة.                                                ،ɸ𝑛ذا اݝݨموع يق؅فب من المالاٰڈاية مع  

التحديد كتب   مجموع السلسلة  " : يڴʏ ما   Questiones super geometriam Euclidisࢭʏ كتابه  م س ر و أعڴʄ وجه 

أك؄ف من      والراȊع  الثالثلأن مجموع اݍݰدين    غ؈ف منتهٍ 
ଵ

ଶ
  السادسو୒ڲʄ    الثامن،  إڲʄ  اݍݵامس وكذلك مجموع اݍݰدود من    ،

  " وɸكذا إڲʄ المالاٰڈاية. عشر،

 
 معيار أولر   .2

إثبات    ʏࢭ العام  ( إبراز أن الشرط اللازم لتقارب سلسلة    جɺة من  ɸو  ،  مسأور ما ɸو مɺم  إڲʄ الصفر  اݍݰد  يؤول 

ا  ضمنيً ɸذا الإثبات  يحتوي    ،أخرى   جɺةومن    ؛ا تقارب السلسلةا، فɺو لا يم؈ق تمامً لʋس ɠافيً  )إڲʄ المالاٰڈاية  𝑛عندما يؤول  

  وȌشɢل أدق ،معيار ɠوءۜܣ
َ
  .هيَ فْ ن

المعيار   ɸذا  صياغة  نحو  ستɢون  التالية  ٭ڈااݍݵطوة  عام  ʈأو   قام  مقاله  1740لر   ʏࢭDe progressionibus 

harmonicis observationes      وءۜܣ  ذكرحيثɠ نه من   ، لأول مرة، بصفة غ؈ف مكتملة، معيار
ّ

أن  بستɴتاج  الا   وɸو مبدأ مك

منتهٍ " ɸو  معينة  سلسلة  منتهٍ   مجموع  غ؈ف  ل"أو  يتعرض .   اݍݨزئية    إڲʄلر  ʈأو   م  مجاميعɺا  تɢون  الۘܣ  المتباعدة  السلاسل 

وɸو    ،
ً
الرʈاضية  الممحدودة دراسته  بدأت  يدوضوع   ʄالقرن  1768عام    دالمب؈ف  عڴ  ʏࢭ وسيؤدي  عشر ،  ة  م؄فɸن إڲʄ    التاسع 

  . س؅فاشفاير -بولزانو

 لر السلسلة ʈيدرس أو 
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 المرتبطة بالمتتالية   
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ضمنيً  𝑎أن  ا  اف؅فض  > 0 , 𝑏 > 0 , 𝑐 > طبّ  ،0 الفرق  ثم   ʄعڴ ɠوءۜܣ  معيار  𝑆௡௜ق  − 𝑆௜ ًنظر عددإڲʄ  ا  .    أن 

𝑛)اݍݰدود ɸو  − 1)𝑖 ون أك؄ف منɢذا الفرق سيɸ فإن ،    
(௡ିଵ)௜௖

௔ା(௡௜ିଵ)௕
إڲʄ المالاٰڈاية فإن ɸذا الفرق     𝑖عندما يؤولوعليه    .

  إڲʄ المالاٰڈاية.  𝑛لر أن السلسلة المق؅فحة تؤول إڲʄ المالاٰڈاية عندما يؤول  ʈومن ɸنا ʇستɴتج أو  .لا يؤول إڲʄ الصفر

 ʈأن معيار أو   برʈنجشيم لاحظ  سبق وأن  
ً
العام ا ɠافيً لر لʋس شرط المتباعدة ذات اݍݰد    ا للتقارب، لأن السلسلة 

ଵ

௡ ௟௡ ௡
 . هتحقق 
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 معيار بولزانو   .3

للمعيار الأسا؟ۜܣ للتقارب، وكذلك إثبات أن أي مجموعة غ؈ف منْڈية    ةدقيق  صياغةʇعود الفضل إڲʄ بولزانو ࢭʏ أول  

لمجموعات المنْڈية.  لخاصية بدٱڈية    وۂʏ  ،الأدɲىو وجود اݍݰدين الأعڴʄ  بخاصية    فظتومحدودة من الأعداد اݍݰقيقية تح

إڲʄ تحس؈المستقيم اݍݰقيقيمن    غ؈ف المنْڈية الطرʈق لدراسة اݝݨموعات اݍݨزئية    ت فتحɸذه المسألة الأخ؈فة    ʏالتاڲȋن ، و  

  .مفɺوم الٔڈاية

والۘܣ تنص  ،  1817عام  المɴشورة    حول م؄فɸنة القيم المتوسطة  مذكرتهࢭʏ    ࢭʏ التحليلبولزانو أفضل أعماله  م  قدّ 

ʄأن أي دالة حقيقية مستمرة    عڴ𝑓    مجال ʄمعرفة عڴ[𝑎, 𝑏]  ة ب؈ن  ݰصور تأخذ جميع القيم اݝ𝑓(𝑎)    و𝑓(𝑏).   رغم أن  و

اݍݵطوات    إحدىٰڈا Ȗشɢل  فإ  ،1865حواڲʏ عام    حۘܢ إعادة اكȘشاف بولزانو  ؈نرʈاضيلدى ال  ظلت مجɺولةɸذه المذكرة  

  الأساسية نحو حسابية التحليل. 

 ا وتطبيقً  ، أول محاولة لإثباتهو لمعيار ɠوءۜܣ،   ة دقيق صياغةأول   قدّم إنّ مذكرة بولزانو لافتة للنظر، لأٰڈا ت
ً

  جميلا

الأعڴʄ.    ࢭʏلɺذا المعيار   المناسبة،  ٭إثبات وجود اݍݰد  ال؄فاɸ؈ن    وضع ڈذه  الۘܣ   وۂʏ  ،المبتكرةبولزانو سلسلة من    ، السلسلة 

  . متʋنةالكلاسيɢي عڴʄ أسس   ݸ التحليلس؅فܥ  ، بمجرد بناء الأعداد اݍݰقيقية

  صنف من    صنفًا فرعيًاʇعت؄ف أن السلاسل المتقارȋة  إنه  عندما يȘناول بولزانو ࢭɸ ʏذه المذكرة نظرʈة السلاسل، ف

لا تتجاوز قيمْڈا،  " بولزانو أول من أكد عڴʄ السلاسل المتباعدة الۘܣ    ʇُعدّ   .امحدودً   فٕڈا  ع جزǿيو ɢون ɠل مجميالسلاسل الۘܣ  

  .س؅فا شفاير -ة بولزانوم؄فɸننحن ɸنا عڴʄ الطرʈق الذي سيؤدي إڲʄ  ".مɺما أردنا تمديدɸا، قيمة معينة 

نكتبه    ذيال  ،𝐹௡𝑥   بـ  بولزانو  يرمز  ɸو بارز ࢭɸ ʏذه المذكرة، أٰڈا أول إثبات ࢭʏ تارʈخ الرʈاضيات لمعيار ɠوءۜܣ.   ماو 

 𝐹௡(𝑥)  ،  ʄݍݰدودا  مجموع إڲ  𝑛    ʄمن  الأوڲ 
ً

 ثم    أن معيار ɠوءۜܣ ɸو شرط لازم لتقارب سلسلة.سلسلة تواȊع، وʈثȎت أولا

 يحاول بولزانو إثبات العكس، أي أن ɸذا المعيار ɸو أيضً 
ٌ
  للتقارب.  ɠافٍ  ا شرط

 يؤكد بولزانو أن الفرضية القائلة بوجود مقدار   .اɢون ܵݰيحً يولا يمكن أن  م يكنل  ؄فɸانال  اومع ذلك، فإن ɸذ 

𝑋   ة يحدود المتتال  راد،ما ي  دربق  منه،  ق؅فبت (𝐹௡(𝑥)) "أي ءۜܣء مستحيل  لا ʄذه الفرضية تلأ ، ذلك  "تحتوي عڴɸ ينȘ  ح

، والذي لا يضمن أي  هإڲʄ إثبات إمɢانية الاق؅فاب من   𝑋وȋالتاڲʏ، يتحول إثبات وجود    تحديد ɸذا المقدار بأي دقة نرʈدɸا.

، ɠان من المستحيل  لم تكن قد وُضعت Ȋعد نظرʈة الأعداد اݍݰقيقية لكن ما دامت ا.ءۜܣء آخر وجوده بدقة مرغوȋة مسبقً 

  .𝑋إثبات وجود  

 
ً

  تتالية ة القائلة بأن ɠل عدد حقيقي ɸو ٰڈاية لم؄فɸن ، عڴʄ المࢭʏ الواقع، ʇعتمد إثبات ɸذه النȘيجة العكسية، مثلا

  يكن من الممكن إثبات ɸذه النȘيجة طالما لم تكن ɸناك نظرʈة صارمة للأعداد اݍݰقيقية، لم  ȋالتاڲʏ، فو  من الأعداد الناطقة.

من تحديد المفاɸيم    لا بد  ،قبل Ȗعرʈف الٔڈاية  ،ن بوضوح أنهو الرʈاضييدرك    لم  طالما  حتمية  فرغة المݰلقة  اݍ  تɠانالعكسية.  

أي حال، كنا Ȋعيدين عن مفɺوم حقل تبديڴʏ    وعڴʄ مجموعة الأعداد اݍݰقيقية.    ألا وۂʏالۘܣ ينطبق علٕڈا ɸذا التعرʈف،  

  ا وتام.مرتب ɠليً 

  وضع مؤلف ل  ة،كتمل م  بقيت غ؈ف  ،وۂʏ محاولة واسعة  Théorie des grandeurs، كتب بولزانو  1835ࢭʏ حواڲʏ عام  

بولزانو،  عند    تعلق بنظرʈة الأعداد البحتةلما  قسمال  1976عام    (J. Berg)  ج. ب؈فغ   جميع الرʈاضيات ࢭʏ عصره. ɲشر  ʇشمل

عدّ ɸذه  .حيث ʇعرض فيه نظرʈته حول الأعداد الܶݰيحة والناطقة والصماء
ُ
Ȗ    ة الأعدادʈس نظرʋأول محاولة جادة لتأس

طرحɺا  ɠان قد  (فكرة    يةقائمة عڴʄ طرʈقة تقرȎʈ الاݍݰقيقية عڴʄ أساس حساȌي خالص، عڴʄ الرغم من أن نظرʈة بولزانو  

  ة. صارم م تكن) ل1817ࢭʏ مذكرته عام سابقًا 
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 ابلة للقيامجموعة الأعداد "الق  ܢ بولزانوبۚأن  Ȋعد  
ً
اݝݨموعة الۘܣ ɠان  وۂʏ  ا من الأعداد الܶݰيحة،  س"، انطلاق

ࢭɸ ʏذا الصدد، من المث؈ف   .ࢭʏ التحليل  نظرʈات الأساسية المن المف؅فض أن تتوافق مع مجموعة الأعداد اݍݰقيقية، استɴتج 

ا الȘسلسل  قد فɺم تمامً ɠان  ظɺر أن بولزانو  ڈا تُ ୒ثباٮة و ؄فɸنطرʈقة صياغة ɸذه المإن . عيار ɠوءۜܣلمللاɸتمام دراسة برɸانه  

  (𝑋௡)"سابلة للقياالق"متتالية من الأعداد    ʇعت؄فلذلك فɺو    .الذي يرȋط ب؈ن معيار ɠوءۜܣ وȋناء مجموعة الأعداد اݍݰقيقية

  حيث   𝐴قابل للقياس تحقق فرضيات ɸذا المعيار، وʉستɴتج وجود عدد 

𝑙𝑖𝑚
௡→ஶ

𝑋௡ = 𝐴. 

  ضمۚܣ   ، مما يؤدي إڲʄ استخدام (𝑋௡)رتابة المتتالية    حول   فرضية إضافية فض  ؅يف   ،نهاࢭʏ برɸ،  غ؈ف أن بولزانو

  ة ۂʏ نȘيجة من معيار ɠوءۜܣ. ؄فɸنɸذه المو بأن المتتالية الم؅قايدة اݝݰدودة تقبل ٰڈاية،  القائلةة م؄فɸنلل

  

 معيار كوءۜܣ  .4

اݍݰديثا  إڲʄ  طرʈقال، والذي فتح  1821عام    صادرال  Cours d'analyseࢭʏ كتابه   عرّف ɠوءۜܣ مفɺوم    ، لتحليل 

ʏالنحو التاڲ ʄالٔڈاية عڴ: 

بحيث يɴتࢼܣ الأمر بأن تختلف بقدر ضȁيل يُراد،  غ؈ف محدود من قيمة ثابتة،    اق؅فابًا  ما  عندما تق؅فب القيم المتتالية لمتغ؈ف

 
ُ
Ȗ ذه الأخ؈فةɸ و ٰڈاية الكس  .س׿ܢ ٰڈاية ݍݨميع القيم الأخرى فإنɸ يل المثال، العدد الأصمȎس ʄكذا، عڴɸعطير الذي  و وȖ  

 منه أك؆ف فأك؆ف.  مقرȋّةا قيمً 

الناطقة،   أنه لݏݰديث عن ٰڈاية الأعداد  الأعداد اݍݰقيقية  لا بد من  من الواܷݳ  عُرّفت أن تɢون مجموعة    قد 

  .عصرذلك ال ܣ رʈاضۛجميع  شأن  شأنه ،ا، وɸو ما لم يكن ɠوءۜܣ عڴʄ دراية بهمسبقً 

السادس    أما كتاب  ب؈ن  من  فɺو    Des séries convergentes et divergentesالفصل  فصول   Coursأɸم 

d'analyse.  ُقة طبيعيةقدّ يʈوءۜܣ بطرɠ عد أن  ،جدًا مȊاݍݰالية  ؅فم؈قاتال  حدّد ،  ʏاࢭɢوءۜܣ اللازم والɠ تقارب سلسلة. لمعيار  

ɸذه    تحقق ، عند  عكسيًا"   فإنه يختصر ࢭʏ:  ،يقال عن برɸان الشرط اللازم، أما بالɴسبة ل؄فɸان الشرط الɢاࢭʏ  لا يوجد ما

    . "الشروط اݝݵتلفة، فإن تقارب السلسلة مضمون 

ال  ɠان  لكن القرن  وضعه    يالذكتاب  لɺذا  ɸذا    سيصبح  ، وȋفضلهالتاسع عشرɠوءۜܣ صدى ɸائل ࢭʏ رʈاضيات 

 لتحليل الكلاسيɢي. ࢭʏ اة أساسية م؄فɸنالمعيار  

  

 إتمام مجموعة الأعداد الناطقة .5

ا  ظɺرت عدة بحوث حول بناء الأعداد اݍݰقيقية    1870ࢭʏ حواڲʏ عام  أنه  نرى  وف  س
ً
من مجموعة الأعداد  انطلاق

أن التحليل لا يقوم عڴʄ  ب  الوڤʏالقيمة المطلقة. ɸذه الإɲشاءات ۂʏ نȘيجة  ب  عرّفةالناطقة المزودة بالطبولوجيا الاعتيادية الم

  م؈فاي. شارل  ة. أول محاولة مɴشورة وناݦݰة ۂʏ الۘܣ قام ٭ڈا متʋنأسس 

  

 لم؈فاي   (Fictives) "اݍݵيالية"الٔڈايات  1.5.

 ملاحظات جديدة حول النقاط  "الأوڲɲ :    ʄشر م؈فاي مذكرت؈ن، ثمرة سنوات من التفك؈ف  ،1869و  1868ࢭʏ عامي  

الذي ʇعت؄فه أساس  -رسم ملامح مذɸبه ࢭʏ التحليل  ت  ،"  الأساسية لݏݰساب اللامتناۂʏ وحول ɲشر التواȊع بواسطة السلاسل

ملاحظات حول طبيعة الكميات اݝݰددة Ȋشرط أن  "  الثانية . أماالتواȊع إڲʄ سلاسل تايلور  ɲشر القائم عڴɠ -    ʄل الرʈاضيات

  ا للأوڲʄ من خلال إعطاء Ȗعرʈف مقنع للأعداد الصماء.  ت؄فيرً  فتقدّم" تɢون ٰڈايات لمتغ؈فات معينة 
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   ،ࢭʏ مذكرته حول الأعداد الصماء 
ً

 إڲʄ وجود مبدأين ɠانا ࢭʏ ذلك الوقت القاعدة الأساسية ݍݨميع الأجزاء  ʇش؈ف أولا

متناقصة عڴʄ التواڲʏ، محدودة من الأعڴʄ (و أن ɠل متتالية م؅قايدة  ɸوالۘܣ يدخل فٕڈا مفɺوم الٔڈاية. المبدأ الأول   ةالرʈاضي

تم اعتبار    الآنحۘܢ  "  :م؈فاي أنه  كتب   أن متتالية ɠوءۜܣ تؤول إڲʄ ٰڈاية.  ɸووالمبدأ الثاɲي    .محدودة من الأدɲى) تؤول إڲʄ ٰڈايةو 

ɸت؈نا  ات؈نʋلقض  :
ً

قائلا وʈضيف  مت؈ن". 
ّ
بمثابة  "  مسل الاق؅فاحات  ɸذه  اعتبار  تم  الوقت  ذلك  خلال  مسلماتحۘܢ  ومن   ،

العدد   مفɺوم  إدخال  تجنب  أجل  من  المبدأين  ɸذين  ب؈ن  الدمج  يمكن  أنه  أدرك  Ȋعناية  للقياسفحصɺا  القابل  ࢭʏ    غ؈ف 

 ".التفك؈ف

م؈فايأ الرʈاضيات  ،ثȎت  تارʈخ   ʏࢭ مرة  بولزانوم؄فɸن  ، لأول  أنه  س ؅فاشفاير -ة  أي  محدودة  ،  متتالية  يمكن  من 

 ولأجل ذلك،  متقارȋة.  جزئية  استخراج متتالية  
ً

  مٔڈا   ستخرجأن ɲ أن المتتالية المدروسة محدودة، ثم يب؈ن أنه يمكن  يثȎت أولا

إذن ɸذه المتتالية المستخرجة تتقارب نحو    .محدودة من الأدɲىو محدودة من الأعڴʄ أو متتالية متناقصة  و م؅قايدة    متتالية 

  .𝑙ا نحو  ، وȋما أن المتتالية المدروسة ۂʏ متتالية لɢوءۜܣ فإٰڈا تتقارب أيضً 𝑙ٰڈاية  

أن   إذن  م؈فاي  Ȗستلزم  م؄فɸنأثȎت  الرتʋبة  المتتاليات  ل تتاليات  المة  م؄فɸنة  الاستلزام  المتقارȋة  أن  وȋما  ɢوءۜܣ، 

لمبدأ الأول، فإن جميع  ا  إڲʄ  بالعودة"ا:  كتب Ȋعدɸو   متɢافئان.  الذين وضعɺما م؈فاي فإن المبدأين    ،االعكؠۜܣ ܵݰيح أيضً 

والۘܣ Ȗعتمد Ȋشɢل أسا؟ۜܣ عڴȊ ʄعض العمليات الۘܣ يمكن من    ،الطرق ٮڈدف إڲʄ إثبات وجود قيمة تحقق الشروط اݝݰددة

Ȗسمح باكȘشاف    ت وحدɸا لاسلمالكن المفاɸيم الۘܣ توفرɸا الم  . ا عڴʄ المعطياتخلالɺا إيجاد ɸذه القيمة اݝݨɺولة اعتمادً 

  ."ٰڈاية القيمة اݝݨɺولة، وȋالتاڲʏ فإٰڈا لا تكفي أيضا لإثبات وجودɸا

وفقً  تلكن  الصيغ  ɸذه  فإن  لم؈فاي  نفسɺا  ݲݨب ا  للأعداد  خاصة  عڴʄ    ، خصائص  للتغلب  استخراجɺا  وʈكفي 

  مواجɺْڈا. ت العقبات الۘܣ تمّ 

𝑣معناه متتالية    ا،تدرʈجيً   النفرض إذن متغ؈فً  = (𝑣௡), 𝑛 ∈ ℕ     ناطق  ل نحو عدد  و تؤ الۘܣ  و   الناطقةمن الأعداد

𝑉  إذن ،𝑣  .وءۜܣɢمتتالية ل ʏانت الآن    ۂɠ إذا𝑣    وءۜܣ ولا يوجد عددɢذه المتتالية  إتتقارب نحوه، فإننا نقول    ناطقمتتالية لɸ ن

  تتقارب نحو ٰڈاية خيالية. 

بإتمام مجموعة الأعداد   الٔڈايات اݍݵيالية سʋسمح لم؈فاي  ʇُ الناطقةتقديم   عرّ . 
ً

 مفɺوم متتالية ɠوءۜܣ من  ف أولا

 ؈المتɢافئة، وʈكتب أنه إذا ɠان متغ؈فان مɢافئ   الناطقةالأعداد  
ُ
Ȗ ما ʏافئان، وۂɢافؤ.ن لثالث فإٰڈما متɢعلاقة التȊ س׿ܢ الآن  

   .سʋتوافق Ȗعرʈف م؈فاي للأعداد الصماء مع الانتقال إڲʄ حاصل القسمة بواسطة ɸذه العلاقة

 
ً

أنه إذا ɠانت متتاليتان  يلاحظ أولا   𝑢و 𝑣   ما ٰڈايتɺن  ال𝑈و 𝑉  ب، حيثʋال؅فت  ʄعڴ𝑈و 𝑉     و  ناطقة أعداد𝑢و 𝑣   

ن  ان مȘساوʈتان لɺما ٰڈايتإفسنقول    ،ناطقتان ٰڈايتان     𝑣 و𝑢مȘساوʈان. أما إذا لم تكن للمتتاليت؈ن     𝑉 و𝑈 فإن   ، نامتɢافئت 

  إذا ɠانتا متɢافئت؈ن.  

  

 ɠانتور  -رموز الأعداد لɺاين 2.5.

وɸو عمل شامل عن أسس التحليل،    ،Les éléments de la théorie des fonctionsكتابه    ɲ1872شر ɸاين ࢭʏ عام  

د Ȋشɢل أسا؟ۜܣ ȊسȎب  "التقدم ࢭʏ نظرʈة التواȊع مقيّ  ة القيم الوسطى. وكتب ࢭʏ بداية كتابه؄فɸنم أول إثبات ܵݰيح لمقدّ يُ 

ن نتائج  إ بل أك؆ف العلماء ذɠاءً، ما زالت موضع شك، بحيث  ات الأساسية، حۘܢ لو تم إثباٮڈا من قِ ؄فɸنحقيقة أن Ȋعض الم 

ات الأساسية. أجد تفس؈ف ذلك ࢭʏ اݍݰقيقة أن مبادئ  ؄فɸنالبحث لا Ȗعت؄ف ܵݰيحة ࢭɠ ʏل مɢان عندما ȖسȘند إڲɸ ʄذه الم

Ȋشɢل مباشر من خلال دروسه وغ؈فɸا من اݝݰاضرات الشفوʈة، وȌشɢل  -قد انȘشرت ࢭʏ نطاق واسع    س؅فاشالسيد فاير 

ولكن ɸذه المبادئ لم تɴشر ࢭɲ ʏܦݵة أɲشأɸا    -غ؈ف مباشر من خلال ɲܦݸ من دفاتر الملاحظات الۘܣ تحتوي عڴɸ ʄذه الدروس
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ات المطورة Ȋشɢل منݤʏಖ. ولكن ܵݰة ɸذا التفس؈ف ȖسȘند إڲʄ  ؄فɸنبنفسه. وȋالتاڲʏ، لا يوجد مɢان يمكن فيه العثور عڴʄ الم

  . "حقيقة أن الأعداد الصماء غ؈ف معرفة Ȋشɢل ɠامل

ɸذه النظرʈة   .ر مɺا ۂʏ من عمل جورج ɠانتو أن نظرʈة الأعداد الصماء الۘܣ سيقدّ إڲʇ  ʄش؈ف ɸاين ࢭʏ بداية كتابه  

 يقدّ   .Ȗشبه ࢭʏ جوɸرɸا نظرʈة م؈فاي
ً

 مفɺوم المتتالية الɢوشية الۘܣ ʇسمٕڈا متتالية أعداد، ثم مفɺوم المتتاليات  م ɸاين أولا

ۂʏ أصناف التɢافؤ الۘܣ تمثل    المɢافئة للمتتاليات الɢوشية الۘܣ ʇسمٕڈا متتاليات الأعداد المȘساوʈة. أخ؈فًا، فإن رموز الأعداد

   .المɴشأة الأعداد الصماء

ة أن دالة مستمرة عڴʄ  م؄فɸنة القيم الوسطى، بالإضافة إڲʄ  ؄فɸنمن ب؈ن أمور أخرى، إثباتًا دقيقًا لم  ،ام أيضً قدّ 

    .حدودɸا العليا والسفڴʄ دركمجال مغلق ومحدود ت

لل إثباته  لأن  العامة،  الطوȋولوجيا  تارʈخ  قبل  ما   ʏࢭ أيضًا  مɺمة  ɸاين  مذكرة  بأن  م؄فɸنȖعت؄ف  القائلة  دالة  الة 

,𝑎]  ستمرة عڴʄ مجال مغلق ومحدود  المݰقيقية  اݍ 𝑏]  دالة مستمرة ب ʏذا اݝݨال، عڴ  انتظامۂɸ ʄ  غطيةȖ ستخدمȖ  [𝑎, 𝑏] 

  ؅فاصة. المݨموعة  اݝ Ȋعدد محدود من اݝݨالات اݍݨزئية، ɸذه العملية ستؤدي إڲʄ مفɺوم 

  

 ند  ي ديدك مقاطع . 3.5

 Continuité et nombres irrationnelsࢭʏ كتابه  
ُ
ɲ الذي  ند نظرʈة جديدة للأعداد يم ديدك، قدّ 1872شر عام  ، 

ݳ ديدك  ،ࢭʏ بداية مقدمة كتابه  الصماء، بالإضافة إڲʄ أفɢاره حول أسس التحليل. مɺا Ȗعود  ند أن الأفɢار الۘܣ سيقدّ ييوܷ

ا ࢭʏ المعɺد السوʉسري للتكنولوجيا ࢭʏ زʈورخ، وɠان مضطرًا لأول مرة 1858إڲʄ خرʈف عام  
ً
  درʉس ت  إڲʄ  ، عندما ɠان أستاذ

 Première  دورة Ȋعنوان  ،1859-1858خلال فصل الشتاء من عام    ،أساسيات اݍݰساب التفاضڴʏ. ࢭʏ الواقع، ɠان يلقي

partie du calcul différentiel et intégral، ذه المناسبة، شعر وɸ ʏبنقص أساس عل׿ܣ حقيقي لݏݰساب"ࢭ". 

أن نظرʈة الأعداد   فٕڈا  نديʈف؅فض ديدكو   ،Propriétés des nombres rationnels  الفقرة الأوڲʄ من كتابه Ȋعنوان

والأعداد  ت، Ȋعد إɲشاء الأعداد الܶݰيحة السالبة  ݝݰة سرʉعة عن تطور الرʈاضيات الۘܣ أدّ   مقدّ يُ   .الناطقة قد تم إɲشاؤɸا

مجموعة  الܶݰيحة  ʄإڲ الناطقة،  الأساسية  الأعداد  الأرȌع  للعمليات  الاستقرار  خاصية  تمتلك  وۂʏ ا  ࢭʏ  الۘܣ  لرʈاضيات، 

 Leçons sur la théorie des  كتاب   ند كم؈قة لمفɺوم اݝݨال، الذي أدخله ࢭʏ الطبعة الثانية منيمɺا ديدكاݍݵاصية الۘܣ قدّ 

nombres ليلɢʈهدير .    

   :، وۂʏمم؈قة مجموعة الأعداد الناطقة خاصية تمتلك 

𝑎ଵ  حيث من أجل ɠل عدد    𝐴ଶو   𝐴ଵا، فيمكن تقسيم مجموعة الأعداد الناطقة إڲʄ مجموعت؈ن عددًا ناطقً 𝑎 إذا ɠان  ∈

𝐴ଵ  نجد𝑎ଵ < 𝑎،   ل عددɠ ومن أجل𝑎ଶ ∈ 𝐴ଶ    نجد𝑎 < 𝑎ଶ.  العدد𝑎 ʄت׿ܣ إڲɴيمكن أن ي  𝐴ଵ    أو𝐴ଶ  . 

  ʄإڲ اݝݨموعة  ɸذه  تقسيم  يتضمن  والذي  الناطقة،  الأعداد  مجموعة   ʏࢭ للمقاطع  التعرʈف  ɸذا  أن  نلاحظ 

  ندي للأعداد عڴʄ مفɺوم اݝݨموعة نفسɺا. ي الديدكمجموعت؈ن جزئʋت؈ن، ʇعتمد عڴʄ التعرʈف 

ند أن الإغرʈق ɠانوا ʇعرفون بالفعل عددًا لا ٰڈائيًا من  ي، يذكر ديدكContinuité de la droiteࢭʏ الفقرة الثالثة،  

النقاط عڴʄ اݍݵط المستقيم الۘܣ لا تتوافق مع أي عدد ناطق. وȋالتاڲʏ، فإن اݍݵط المستقيم غۚܣ بالنقاط أك؆ف من مجال  

ند، فإن ɸذا الاكتمال ɸو السȎب وراء إɲشاء أعداد جديدة، حۘܢ يɢون مجال الأعداد  يالأعداد الناطقة، وȋالɴسبة لديدك

  له نفس الاستمرارʈة لݏݵط المستقيم. 

الأخ؈فة الاستمرارʈة  ت؄فز  المستقيم  واݍݵط  الناطقة  الأعداد  مجموعة  مقارنة  فإن  ذلك،  ديدك  .ومع  ند  يوʈطرح 

ࢭʏ جوɸرɸا؟" الأسا؟ۜܣ: "ما ۂɸ ʏذه الاستمرارʈة  بإيجاد أساس عل׿ܣ  يالإجابة، وفقًا لديدك  . حيɴئذ السؤال  ند، سȘسمح 

  لدراسة جميع اݝݨالات المستمرة.
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ند إڲʄ أنه وجد أخ؈فًا ما ɠان يبحث عنه Ȋعد تفك؈ف طوʈل، وɸو أن جوɸر الاستمرارʈة يكمن ࢭʏ التعرʈف  يʇش؈ف ديدك

:ʏل    التاڲɠ سارʇ ʄعڴ ʄالأوڲ إڲʄ مجموعت؈ن، بحيث تتواجد ɠل نقطة من اݝݨموعة  "إذا تم تقسيم جميع نقاط المستقيم 

إڲʄ مجموعت؈ن، ɸذ  النقاط  التقسيم ݍݨميع  الۘܣ تولد ɸذا   ʏناك نقطة وحيدة، وۂɸ الثانية، فإن اݝݨموعة    ا نقطة من 

  للمستقيم إڲʄ قسم؈ن."  )coupureالمقطع (

ش؈ف مسبقً   ، Création des nombres irrationnelsالفقرة الراȊعة Ȋعنوان  
ُ
ɲ كذا، فإنناɸاو  ʄذه    إڲɸ شاءɲتم إʋأنه س

  . الأعداد

   𝑎ଵحيث يɢون ɠل عدد حقيقي    𝐴ଶو    𝐴ଵلنف؅فض أي تقسيم ݝݨموعة الأعداد الناطقة إڲʄ مجموعت؈ن فرعيت؈ن 

بِـ   مقطعن ɸذا التقسيم ɸو  إسنقول    .𝐴ଶمن    𝑎ଶأصغر من أي عدد حقيقي    𝐴ଵمن   إليه  ,𝐴ଵ)، ونرمز  𝐴ଶ) ،ʏالتاڲȋو .

لɺا    𝐴ଶلɺا أك؄ف عنصر، أو أن    𝐴ଵاݍݵاصية التالية: إما أن    المقطع  اɸذ ʈملك  ، و امقطعً ا يولد  ن عددًا ناطقً إ يمكننا القول  

  أو أصغر عنصر   𝐴ଵمتلك ɸذه اݍݵاصية، فإٰڈا تُوَلد بواسطة أك؄ف عنصر من  ي  المقطعإذا ɠان    ،وȋالعكس  .أصغر عنصر

  . 𝐴ଶمن  

 عڴʄ عدد لا ٰڈاǿي من  ي م ديدكقدّ ثم يُ 
ً

   طع االمق ند مثالا
ّ
  - فإن ɸذا الأمر    ،دɸا أعدادًا ناطقة. بالɴسبة لهالۘܣ لا تول

 كمن فيه عدم استمرارʈة مجالات الأعداد الناطقة، وʈكتب: تɸو الذي   -وɸو أن جميع المقاطع لا تولدɸا أعدادًا ناطقة 

,𝐴ଵ)  مقطع "الآن، ɠلما وجدت   𝐴ଶ)    الاɸو عدد أصم    يولدɸآۜܡ بذلك عددًا جديدًا، وɴعدد ناطق، فإننا ن𝑎    عت؄فهɲ الذي

 
ً
,𝐴ଵ)  المقطع ا ا بواسطة ɸذمعرف 𝐴ଶ).  ن العدد  إسنقول𝑎   ذيتوافق معɸ ذ أو أنه يولد  المقطع اɸالمقطع ا ."  

اݍݵامسة،   الفقرة   ʏࢭContinuité du domaine des nombres réels  ،ديدك ݳ  الأعداد  ييوܷ مجموعة  أن  ند 

 لɺا اݍݵاصية التالية: ℝاݍݰقيقية المɴشأة  

𝑎  إذا ɠان ∈ ℝ  ،يمكننا تقسيم اݝݨموعة    هفإنℝ    ت؈نʋمجموعت؈ن جزئ ʄإڲ𝐴ଵ    و𝐴ଶ    لɠ ون من أجلɢحيث ي𝑎ଵ ∈ 𝐴ଵ  

𝑎نجد   > 𝑎ଵ  لɠ ومن أجل  𝑎ଶ ∈ 𝐴ଶ نجد   𝑎 < 𝑎ଶ  سبة لـɴبال𝑎  ،نفسه  𝑎 = sup 𝐴ଵ = inf 𝐴ଶ  ون إماɢيمكن أن ي ،

𝑎 ∈ 𝐴ଵ   أو𝑎 ∈ 𝐴ଶ ذه القسمة مولدة بواسطة  إ ، وسنقولɸ ن𝑎. 

ة  ؄فɸنند Ȋعد ذلك أن مجموعة الأعداد اݍݰقيقية المɴشأة تمتلك أيضًا خاصية الاستمرارʈة، أي لدينا المي يثȎت ديدك

 : التالية

𝑎ଵبحيث يɢون من أجل ɠل   𝐴ଶو    𝐴ଵإڲʄ مجموعت؈ن جزئʋت؈ن     ℝإذا قمنا بتقسيم اݝݨموعة  ∈ 𝐴ଵ    لɠ ومن أجل𝑎ଶ ∈

𝐴ଶ   لدينا𝑎ଵ < 𝑎ଶ فعندئذٍ يوجد عدد ،𝑎  
ّ
  د ɸذا التقسيم. وحيد يول

ند، Ȋعد بناء نظرʈته ࢭʏ  ي ، مما ʇش؈ف بوضوح إڲʄ أن ديدكAnalyse infinitésimalالفقرة الأخ؈فة من الكتاب Ȋعنوان  

ند إڲȖ ʄسليط الضوء عڴʄ  يالأعداد اݍݰقيقية، سʋستخدمɺا لتأسʋس أسس التحليل. ࢭɸ ʏذه الفقرة الأخ؈فة، ٱڈدف ديدك

 ؄فɸن العلاقة الۘܣ ترȋط ب؈ن الاعتبارات السابقة وȌعض الم
ً

 بتقديم Ȗعرʈف ات الأساسية للتحليل المتناۂʏ الصغر. يبدأ أولا

ة الۘܣ تنص عڴʄ أن "ɠل متتالية م؅قايدة ومحدودة من الأعڴʄ (أو متتالية متناقصة ومحدودة من  ؄فɸنللٔڈاية، وʈلاحظ أن الم

  .الأدɲى) لɺا ٰڈاية مɢافئة لـ "مبدأ الاستمرارʈة"، الذي تم ذكره سابقًا

أن ɠل مجموعة    م؄فɸنةعڴʄ    -المقاطعباستخدام  -ال؄فɸان    1882ند ࢭʏ مخطوط عام  يم ديدكومع ذلك، فقد قدّ 

الم تؤدي ɸذه  الأعداد اݍݰقيقية لɺا حد أعڴʄ وحد أدɲى.  الم؄فɸن محدودة من   ʄإڲ مباشرة  المتتاليات  ؄فɸنة  ة السابقة حول 

ة حول المتتاليات الرتʋبة ۂʏ نȘيجة لمعيار ɠوءۜܣ. يɴتج عن ذلك، بالأخص، أن  ؄فɸنسبق لنا أن لاحظنا أن ɸذه الم   .الرتʋبة

  ɠانتور. -ɸاين- ند للأعداد اݍݰقيقية مɢافئة لنظرʈة م؈فايينظرʈة ديدك

ند يركز كث؈فًا عڴʄ  يمɺمة، لأن ديدك  1876حول نظرʈته ࢭʏ الأعداد الصماء ࢭʏ عام    ليȎشي؅قند مع  يمراسلة ديدك

ديدك يݏݵص  الإتمام.  المؤرخة  يمفɺوم  رسالته   ʏࢭ اݍݰقيقية  الأعداد  حول  نظرʈته  التاڲʏ:   1876يونيو    10ند  النحو   ʄعڴ
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.  المقطعباف؅فاض أن مجموعة الأعداد الناطقة قد تم إɲشاؤɸا، يمكننا دون إدخال أي عناصر غرʈبة، إتمامɺا بفضل مفɺوم  

ڈا مستمرة.  ℝ  تمتلك اݝݨموعة    الناتجة خاصية ɠوٰ

ليȎشي؅ق اع؅فاضات   ʄعڴ لأ  ، ردًا  الأصول  كتاب   ʏࢭ بالفعل  العثور  يمكن  للأعداد    قليدس أنه  جيدة  نظرʈة   ʄعڴ

لا يوجد ءۜܣء ʇسمح باستɴتاج أن    -الذي ʇسȘشɺد به ليȎشي؅ق- ند أنه ࢭʏ الكتاب اݍݵامس من الأصول يالصماء، يؤكد ديدك

 من الكميات أك؆ف إتمامً 
ً

ند إڲʄ الكتاب العاشر من الأصول،  ي ا من اݝݨال المقابل للكميات الناطقة. ثم ʇش؈ف ديدكɸناك مجالا

المعروضة ࢭʏ الكتاب  -  وسودكسيم حئڈا الاع؅فاض الأسا؟ۜܣ عڴʄ نظرʈة  حيث تتم دراسة الكميات غ؈ف القابلة للقياس، يقدّ 

وɸو أنه ࢭʏ إتمام مجموعة الأعداد الناطقة لا يذكرون أبدًا إغلاق ɸذا الإتمام،    بخلفائه:وكذلك عڴʄ تلك اݍݵاصة    -العاشر

أي مفɺوم مجال من الكميات المستمرة بحيث إذا تم تقسيم مجموعة ɸذه الكميات إڲʄ مجموعت؈ن بحيث تɢون ɠل كمية  

ࢭʏ اݝݨمو  إما  الأوڲʄ أصغر من ɠل كمية من اݝݨموعة الثانية، فإن ɸناك  ࢭʏ  من اݝݨموعة  الأوڲʄ كمية ۂʏ الأك؄ف، أو  عة 

ظل غ؈ف  ياݝݨموعة الثانية كمية ۂʏ الأصغر. إذا لم يتم تضم؈ن ɸذه اݍݵاصية Ȋشɢل صرʈح ࢭʏ مفɺوم مجال الكميات، فإنه  

  جميع العمليات اݍݰسابية.  ، ࢭʏ مثل ɸذا اݝݨال ،، ومن المستحيل Ȗعرʈفمكتمل
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