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 ( 1الأعداد القابلة للإنشاء )

 حمزة خليف 

 أستاذ الرياضيات )متقاعد( 

 مقدمة 

بادئ ذي بدء، تجدر الإشارة إلى أن كل الإنشاءات الهندسية الواردة في كتب إقليدس الثلاثة عشر، "أصول   

اهتم   إقليدس،  قبل  وحتى  )الِمدْور(.  والبيكار  بالمسطرة  تمت  اليونانية  الحقبة  تلك  مرآة  تمثل  والتي  إقليدس"، 

اصطدموا بعقبات كبرى حين تبيّن لهم وجود مسائل لم الرياضياتيون اليونانيون بالمسطرة والبيكار، لكنهم سرعان ما  

الزاوية،   يفلحوا في حلها بهاتين الأداتين. من بين هذه المسائل التي ذاع صيتها: تربيع الدائرة، وتضعيف المكعب وتثليث

 ثمّ انضمت إليها لاحقا مسألة إنشاء المضلعات المنتظمة.

بالمسطرة    اليونانيين  الرياضياتيين  ثقة  في كانت  البتة  يفكروا  لم  أنهم  حتى  بعيد،  حد  إلى  كبيرة  والبيكار 

استحالة مثل هذه الإنشاءات. لم تتم الإجابة الدقيقة عن هذه المسائل إلا في بداية الثلث الثاني من القرن التاسع  

 عشر.

ي المستقيم  يبدو أن المبرر الأول لتفضيل اليونانيين للمسطرة والبيكار هو أن أبسط المنحنيات الهندسية ه 

 والدائرة وأن أبسط الأدوات لإنشائهما هي، دون ريب، المسطرة والبيكار. 

 ( إمكانية إنشاء القطع المستقيمة التي أطوالها  1637لقد بيّن دٻكارت )

a b+  ،a b−   ،ab   ،
a

b
 ،a   

 بالمسطرة والبيكار.  bو aانطلاقا من قطعتين طولاهما   

ومستعينا بلغة المعادلات الجبرية التي طوّرها   (، بعد استئناف أعمال دٻكارتVantzelنتزل )ڥا نجح    1837في   

، في تقديم برهان مُرضٍ لاستحالة حلّ مسألتي تضعيف المكعب وتثليث الزاوية. كما سمح عمله "أبحاث في (Abel)آبل  

عمل بلستكمال  والبيكار"  بالمسطرة  للحل  قابلة  هندسية  مسألة  كانت  إذا  ما  معرفة  )  وسائل  حول   (Gaussڤاوُس 

 المنتظمة القابلة للإنشاء )بالمسطرة والبيكار(. كما بيّن في ما يخص مسألة تربيع الدائرة أن قيمة العدد  المضلعات

ليندمان  السؤال  هذا  عن  أجاب  وقد  متسام؟  أم  جبري  العدد  هذا  هل  أي  العدد،  هذا  طبيعة  بل  الأهم،  ليست 

(Lindemann )  1882سنة . 

 

النقط والأعداد القابلة للإنشاء . 1  

عرّف بدقة مفهوم نقطة قابلة للإنشاء بالمسطرة والبيكار.  هيّا بنا 
ُ
ن   

 الفكرة هي الانطلاق من مجموعة منتهية من النقط الأساسية 

 1 2, ,..., nB B BB = . 

 ( :1.1)الشكل  نستعمل نوعين من الإنشاء فقط

 بالمسطرة. Bرسم المستقيم الذي يشمل نقطتين من   -

 بالبيكار.  Bونصف قطرها المسافة بين نقطتين من Bرسم الدائرة التي مركزها نقطة من -

نقط تلاقي المستقيمات والدوائر المرسومة بهذه الطريقة تعطي نقطا أخرى يمكن استعمالها لإنشاء مستقيمات ودوائر  

 الأساسية.  Bمثل نقط المجموعة 
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 1.1الشكل 

 

)على سبيل المثال، المستقيمان    )1 2B B    و( )4 5B B   قابلان للإنشاء. وكذلك الحال بالنسبة إلى الدائرة التي

4ونصف قطرها   3Bمركزها  5B B . 

  B، يجب ألا يستعمل نقط  Bنستخلص من ذلك أن تعريف نقطة قابلة للإنشاء، انطلاقا من المجموعة   

 . Bمن   فقط، بل أيضا النقط المنشأة انطلاقا 

 يقودنا ذلك إلى التعريف الآتي:  

 . تعريف 1.1

 تشمل نقطتين على الأقل.   Pمجموعة منتهية من  Bمستويا إقليديا و   Pليكن 

  نقول إن النقطةM   منP  انطلاقا من البيكار،قابلة للإنشاء بالمسطرة وB  1، إذا وُجدت متتاليةM  ،2M ،

  ،...nM M=    منP  تنتهي في  ،M    بحيث، من أجل كلj   و  1محصور بينn    تكون ،jM :نقطة تلاقي 

 إما مستقيمين؛  -

 وإما مستقيم ودائرة؛   -

 وإما دائرتين؛   -

بحيث تكون هذه المستقيمات والدوائر ناتجة من استعمال المجموعة   1 1,...,j jM M −=E B   بالطريقة

 الآتية: 

 ؛ jEكل مستقيم يشمل نقطتين مختلفتين من  -

 .jEويكون نصف قطرها المسافة بين نقطتين من   jEكل دائرة تكون ممركزة في نقطة من   -
 

 .كل مستقيم يشمل نقطتين قابلتين للإنشاء يدعى مستقيما قابلا للإنشاء 
 

  .كل دائرة مركزها نقطة قابلة للإنشاء ونصف قطرها المسافة بين نقطتين قابلتين للإنشاء تدعى قابلة للإنشاء 

 . ملحوظة 2.1

. يمكن اعتبار ذلك مجرد B، تقبل الإنشاء بالمسطرة والبيكار انطلاقا من نقطة من  Bكل نقطة من   

فإن   Bنقطتين من    A  ،Bاصطلاح مكمّل للتعريف السابق، كما يمكن الاستغناء عن هذا الاصطلاح لأنه إذا كانت  

Bتقيم ، على سبيل المثال، نقطة تلاق للمس( )AB   مع الدائرة التي مركزهاA  ونصف قطرهاAB. 
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 أبسط ما يمكن، أي مختصرة على نقطتين. Bنكتفي في هذا العرض بالحالة التي تكون فبها المجموعة  

أي نختار    ،Pمن المستوي   Iو  Oمن أجل ذلك نُثبّت نقطتين   ,O IB 1OIبحيث يكون    = )بعد اختيار    =

 وحدة طول ومنحى(. 

 

. تعريف 3.1  

)نقول إن عددا حقيقيا يقبل الإنشاء إذا كان )هذا العدد( أحد إحداثيي نقطة قابلة للإنشاء في المعلم  ); ,O I J . 

 . أمثلة 4.1

)تلتقي المستقيم   OIونصف قطرها   Oالدائرة التي مركزها   )OI   في نقطة ثانيةI    1بحيثOI  = −. 

IIونصف قطرها   Oالدائرة التي مركزها    تلتقي المستقيم( )OI  في نقطتين
2I    2وI    بحيث 

2 2. 2OI OI = − = 

ونصف قطرها     O، كتلاقي دائرة مركزها  nZهكذا للحصول على كل نقطة فاصلتها   نستطيع أن نستمر   

r،1nعدد صحيح   r−  مع المستقيم ،( )OI . 

Iتلتقي الدائرة التي مركزها    2ونصف قطرها    Iالدائرة التي مركزها        في نقطتين     2ونصف قطرهاJ 

J و   بحيث يتعامد المستقيم( )JJ   مع المستقيم( )OI    فيO   1وبحيث يكونOJ OJ = − =. 

)يمكن الحصول على كل نقط المستقيم  )JJ    التي تراتيبها في المعلم( ); ,O I J  كنقط تلاقي   أعداد  صحيحة

 (. 1.4.1دوائر أنصاف أقطارها أعداد صحيحة )ش.

 نستخلص من ذلك أن كل الأعداد الصحيحة قابلة للإنشاء.  

)يمكن الحصول على كل نقط المستوي التي إحداثياتها في المعلم   ); ,O I J ،أعداد صحيحة بهذه الطريقة

 خاصة.أي كنقط تلاقي مستقيمات ودوائر 

اللتان مركزاهما    Iو  Iالدائرتان       2ونصف قطرهماII  في نقطة    = ترتيبها موجب. لدينا   Gتلتقيان 

3OG  قابل للإنشاء.  3، ومنه فالعدد =

Jالدائرة التي قطرها   G   تلتقي محور الفواصل في نقطةH  فاصلتها موجبة تحقق العلاقة )الشكل

2.4.1 ) 

2 .OH OG OJ =  
 ومنه 

4 3.OH = 

4أي أن العدد الحقيقي    قابل للإنشاء.  3
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 1.4.1الشكل                                                                      2.4.1الشكل 

 

 . نتائج 5.1

  لدينا النتائج الآتية: 

 قابلة للإنشاء.  Oقابلة للإنشاء فإن نظيرتها بالنسبة إلى  Aإذا كانت النقطة  - 1نتيجة 

 

كل مستقيم يتعامد مع مستقيم قابل للإنشاء ويشمل نقطة قابلة للإنشاء هو مستقيم قابل للإنشاء  - 2نتيجة 

 (.  1.5.1)الشكل

 
 1.5.1الشكل 

 

كل مستقيم يوازي مستقيما قابلا للإنشاء ويشمل نقطة قابلة للإنشاء هو مستقيم قابل للإنشاء )الشكل  - 3نتيجة 

2.5.1 .) 

 
 2.5.1الشكل 
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 رة نقطة قابلة للإنشاء بالنسبة إلى مستقيم قابل للإنشاء نقطة قابلة للإنشاء.  نظي - 4نتيجة 

 

 منتصف ثنائية نقطية "قابلة للإنشاء" قابل للإنشاء.  - 5نتيجة 

 

]قابلتين للإنشاء فإن محور القطعة   Bو Aإذا كانت النقطتان   - 6نتيجة  ]AB  (. 3.5.1قابل للإنشاء )الشكل 

 
 

 3.5.1الشكل 

 

 (. 4.5.1منصف زاوية مستقيمين قابلين للإنشاء قابل للإنشاء )الشكل  - 7نتيجة 

 
 4.5.1الشكل 

 

قابلا للإنشاء إذا وفقط إذا كانت نقطة محور الفواصل )التراتيب على التوالي( ذات الفاصلة    rيكون العدد    -8نتيجة  

 قابلة للإنشاء.   r)الترتيب على التوالي(

 قابل للإنشاء حسب التعريف.  rقابلة للإنشاء فإن    rإذا كانت نقطة محور الفواصل ذات الفاصلة  

فاصلة     rقابلان للإنشاء. إذا كان    2Mو    1Mقابلة للإنشاء.    Mقابلا للإنشاء فإنه أحد إحداثيي نقطة      rإذا كان  

1Mوأيضا فاصلة لـ    2Mفإنه ترتيب لـ    Mوإذا كان ترتيبا لـ    1Mفإنه فاصلة لـ    Mلـ     (. 5.5.1. ومنه النتيجة )الشكل 
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 5.5.1الشكل 

 

النقطة    -9نتيجة   كانت  الحقيقي  Aإذا  العدد  للإنشاء وكان  مركزها    rقابلة  التي  الدائرة  فإن  للإنشاء    Aقابلا 

 قابلة للإنشاء.   rونصف قطرها  

 . تنبيه 6.1

 نقط مستقيم قابل للإنشاء ليست كلها قابلة للإنشاء. 

 . توطئة  7.1

)من المستقيم  Aعددا حقيقيا قابلا للإنشاء فإنه توجد نقطة  rإذا كان   )OI   بحيثOA r=. 

 

. حقل الأعداد القابلة للإنشاء 2  

 . مبرهنة  1.2

، مستقر بالنسبة إلى الجذر  Rحقل جزئي من حقل الأعداد الحقيقية   Cمجموعة الأعداد القابلة للإنشاء 

 التربيعي. 

 الإثبات 

 مستقرا بالنسبة إلى الجذر التربيعي إذا صح الاستلزام الآتي:  Rمن   Kيكون حقل جزئي  

( ), 0 .a K a a K    

 ، نتيجة لملحوظة سابقة. Cينتميان إلى   0و 1العددان  

 . Cعنصر من  −aفإن    Cعنصرا من   aإذا كان   (1

  OAونصف قطرها   O، الدائرة التي مركزها aالنقطة من محور الفواصل ذات الفاصلة Aلتكن  

Aتلتقي محور الفواصل في نقطة ثانية   فاصلتهاa− . 

aفإن Cينتميان إلى   bو   aإذا كان (2 b+  ينتمي إلىC.   

بحيث    Bو  Aلتكن  الفواصل  محور  OAنقطتي  a=  وAB b=  النقطة  .A   حسب للإنشاء  قابلة 

لدينا  .  bونصف قطرها    A، باستعمال الدائرة التي مركزها  9قابلة للإنشاء حسب النتيجة    Bوالنقطة    8النتيجة  

OB a b= +. 

aومنه  b+ C. 

b,إذا كان   (3 a   ينتميان إلىC فإنab   ينتمي إلىC  . 
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 2.1.2الشكل                                                            1.1.2الشكل 

 

OAمن محور الفواصل بحيث   Aنفرض أن لا أحد من العددين منعدم. لتكن النقطة   a=   والنقطةB  

OBمن محور التراتيب بحيث  b=  (. 1.1.2)الشكل 

)المستقيم الموازي لـ    )IB  والمنشأ منA  يلتقي محور التراتيب فيC ينتج   لٻس. من مبرهنة طا 

.
OC OA

OB OI
= 

OCومنه  ab= . 

0aو  aCإذا كان   (4    فإن
1

a
 C . 

OAالنقطة من محور الفواصل بحيث  Aلتكن    a= المستقيم الذي يوازي المستقيم .( )AJ   والمنشأ من

I   يلتقي محور التراتيب في النقطةB  من مبرهنة طالٻس ينتج (2.1.2)الشكل  . 

.
OB OI

OJ OA
= 

 ومنه 

1
.OB

a
= 

0و aCإذا كان   (5 a  فإنa C   . 

0نفرض  a ،   ولتكن النقطةA    الفواصل بحيث IAمن محور  a=   وM   الثنائية النقطية منتصف 

( , )O A  (. المستقيم العمودي على محور الفواصل والذي يشمل النقطة3.1.2، )الشكلI   يلتقي الدائرة التي مركزها

M  ونصف قطرهاOM   في نقطةB  ترتيبها موجب.  ونظرا إلى أن المثلثOBA       قائم فإن 
2 . .IB OI IA=. 

 ومنه فإن

IB a= 

 قابل للإنشاء لأنه ترتيب نقطة قابلة للإنشاء.    aأي أن   

 ومنه صحة المبرهنة.
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 3.1.2الشكل 

 

 . ملحوظة 2.2

ر أن   
ّ

حقلا جزئيا   K)بالنسبة إلى علاقة الاحتواء(.  بالفعل، ليكن    Rهو أصغر حقل جزئي من    Qنذك

1لدينا  . Rمن  K . 

؛ أما الاستقرار KZوالاستقرار بالنسبة إلى النظير يستلزم  KNبالنسبة إلى الجمع يستلزم  Kاستقرار 

. يستخلص من ذلك أن  KQبالنسبة إلى الجداء والمقلوب فيستلزم  Q RC. 
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