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 مجموعة ماندل؄فوت  .1
ماندل؄فوتأمغۜܢ   الأصول    ،)Benoît Mandelbrot  )1924–2010  بʋنوا  ذو  الفرɲؠۜܣ  الرʈاضيات  عالم 

ا  بɴيوʈورك. مستلɺمً   (IBM)  آي Ȍي إم  معظم مس؈فته البحثية ࢭʏ مركز أبحاث توماس جون واȖسون التاȊع لشركة  ،البولندية

ࢭʏ الديناميɢا العقدية، ومستفيدًا من القدرات اݍݰاسوȋية الفرʈدة الۘܣ    (Fatou)  فاتوو    (Julia)ݨوليامن الأعمال الرائدة ݍ

 
ّ
اذ  (IBM) آي Ȍي إم  رٮڈا له مخت؄فاتوف ، نݬݳ ماندل؄فوت ࢭʏ استكشاف وتصوʈر شɢل ɸند؟ۜܣٍّ من Ȗعقيدٍ مذɸلٍ وجمالٍ أخَّ

 ࢭʏ أواخر السبعيɴيات. 

  

  
  بʋنوا ماندل؄فوت الأب الروڌʏ للɺندسة الكسورʈة.  .1 صورةال

 
ال يُ   شɢل ɸذا  الذي  ماندل؄فوت  مجموعة  يكن سوى  مرجعً لم     امثل 

ً
الدوال    شاملا من  ɠاملة  عائلة  سلوك  يوثق 

. 𝑓௖(𝑧) = 𝑧ଶ + 𝑐  
 
ّ

   𝐽௖مجموعة جوليا   𝑐 ن ماندل؄فوت من تصɴيف كسورʈات جوليا الۘܣ ʇستحيل حصرɸا، إذ لɢل عدد عقديتمك

المرفقة     𝐽௖   العقدي وتصɴيفɺا بناء عڴʄ السؤال اݍݨوɸري: ɸل مجموعة جوليا  ى المستو حيث قام بمܦݳ نقاط  ،به خاصة

عرف باسمه: متصلة أم منفصلة؟ وقد توصّ   اڈ٭
ُ
Ȗ ة أصبحتʈاضية مركزʈف مجموعة رʈعرȖ ʄذا المܦݳ الشامل إڲɸ ل من  

𝑀 =  {𝑐 ∈  ℂ ∶   ∃ 𝑟 > 0, |𝑓௖
௡(0)| ≤ 𝑟, ∀𝑛 ∈ ℕ  }, 

𝑓௖حيث  
௡(𝑧) = 𝑓௖(𝑓௖(⋯ 𝑓௖(𝑧) ⋯ )).  

 ًʈيف ثورɴذا التصɸ انɠلأنه حوّ   ،ا  ʄإڲ (حدة ʄل مجموعة جوليا عڴɠ دراسة) ل مركزي ل مسألة تبدو معقدةɢش  

 ۂʏ أك؆ف اݍݰدود Ȗعقيدً    𝑀 واحد يختصر سلوك العائلة بأكملɺا. إذ اكȘشف أن حدود اݝݨموعة
ً

 ࢭʏ الرʈاضيات،  ا وجمالا

  .ا مصغرة من العالم الكسوري الكڴʏلا ٰڈائية التفاصيل، تحتوي ࢭɠ ʏل مقياس تكب؈ف ɲܦݵً   فࢼܣ كسورʈة

𝑓௖(𝑧)يمكن إɲشاء مجموعة ماندل؄فوت باستخدام نفس عائلة الدوال ال؅فبيعية   = 𝑧ଶ + 𝑐 .    ،ذه المرةɸ لكن

  :اتُدرس الدالة من منظور مختلف تمامً 

  نأخذ𝑧଴ =   .النقطة الابتدائية 0
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  ل قيمة للمعاملɢندرس سلوك المتتالية ل 𝑐 ʏالعقدي  ى المستو ࢭ:  

𝑧௡ାଵ = 𝑧௡
ଶ + 𝑐. 

 انت المتتالية محدودة، فإنɠ إذا  𝑐 مجموعة ماندل؄فوت ʄت׿ܣ إڲɴت 𝑀 .  

 
ً

يُخ؄فنا لʋس فقط Ȋسلوك المتتالية، بل    ى المستو ࢭ𝑐  ʏ : موضع النقطة  ɸذه الصيغة الȎسيطة تخفي عمقًا مذɸلا

جوليا مجموعة  عن  جوɸرʈة  معلومات  يمنحنا  فاݝݨموعة   أيضًا  ٭ڈا.  النقطة  𝑀 المرتبطة  سلوك  ب؈ن  ترȋط  جوɸرɸا   ʏࢭ

  .[2]، [1] الابتدائية وطبيعة البɴية الكسورʈة ݝݨموعة جوليا

  

  النظام اݍݵفي داخل الفوعۜܢ: فك شفرة الɺيɢل الɺند؟ۜܣ ݝݨموعة ماندل؄فوت  .2

  ʏية ݝݨموعة ماندل؄فوت، كما ࢭȋر الصور اݍݰاسوɺاعۜܣ  2  صورةالتُظʈل الرɢذا الشɺة لȋندسية المقرɺية الɴالب ،

الۘܣ تتɢون من منطقة مركزʈة كب؈فة عڴʄ شɢل قلب، Ȗس׿ܢ مجموعة ماندل؄فوت، تتصل ٭ڈا سلسلة من الفصوص  و   ،المعقد

 . [3]، [1]  ا بـالفص الرئʋؠۜܣالدائرʈة متناقصة اݍݱݨم، أك؄فɸا ʇعرف غالبً 

 

  
  ماندل؄فوت . ال؅فكيب الɺند؟ۜܣ لكسور 2 صورةال

 
  ɸم عناصر ɸذا الشɢل الرʈاعۜܣ: أفيما يڴɲ ʏستعرض  

 اݍݨسم أو القلب  The Body / Cardioid):(  ُسط صوره، إذ له نقطة  يȊأ ʏي المستقر ࢭɢالنظام الدينامي ل 
ّ
مث

   𝑐عندما نختار قيمة المعامل   ثابتة جاذبة وحيدة.
ً

𝑐  من داخل القلب (مثلا = ل حوض اݍݨذب لɺذه النقطة  )0
ّ
ɢشʇ ،

ڈا بɴية   الثابتة مجموعة فاتو. وتɢون مجموعة جوليا ࢭɸ ʏذه اݍݰالة ۂʏ اݍݰد الفاصل ݝݨموعة فاتو الۘܣ تتم؈ق بɢوٰ

التحول: عند نقاط حرجة  متصلة وسلسة ɲسȎيً   ʏسيط ࢭȎالنظام ال القلب نفسه فࢼܣ حيث يبدأ ɸذا  ا. أما حدود 

 
ً

(مثلا اݍݰدود  𝑐  معينة عڴɸ ʄذه  = "الȘشعب". 0.25 الثابتة جاذبيْڈا المستقرة ع؄ف عملية Ȗس׿ܢ  النقطة  ) تفقد 

 ُʇ ور (دورات من الرتبةɺعالم من التعقيد؛ إذ تبدأ دورات جاذبة جديدة بالظ ʄذا التحول بوابة عبور إڲɸ لɢ3، 2ش  ،

الɺائل  4 التنوع  د  ِ
ّ
يُول التدرʈڋɸ ʏو اݝݰرك الأسا؟ۜܣ الذي  التفرع  بالقلب. ɸذا  المتصلة  الدائرʈة  ࢭʏ الفصوص   (...  ،

 رʈة الذي نراه ࢭʏ بقية أجزاء مجموعة ماندل؄فوت.و والمذɸل للأشɢال الكس

  ) الرأسThe Head:(   ندسة الإقليديةɺساطة الȊ مجموعة ماندل؄فوت، حيث تبدأ ʏو فص الاستقرار اݍݰساس ࢭɸ

داخل الرأس تɴتج    𝑐جميع القيم   .بالتحول إڲȖ ʄعقيد الɺندسة الكسورʈة، مع اݍݰفاظ عڴʄ اتصال البɴية الأساسية

ا ذا نقطة ثابتة جاذبة وحيدة، لكن ɸذه النقطة تɢون أقل جاذبية من نظ؈فٮڈا ࢭʏ القلب. مجموعة  ا ديناميكيً نظامً 

جوليا داخل الرأس تظل متصلة لكٔڈا تفقد الȎساطة الɺندسية للدائرة، وتتحول إڲʄ منحنيات كسورʈة ذات طيات  

 وȖشعبات دقيقة.
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  ) الفصوص الأوليةPrimary Bulbs (:   ًعرف أيضȖسية أو ال؄فاعم الكب؈فة.  وʋل  و ا باسم الفقاعات الرئɠياɺال ʏۂ

الۘܣ تɴتج أنظمة ديناميكية ذات دورة   𝑐 الدائرʈة الكب؈فة المتصلة بالقلب. ɠل فص مٔڈا يمثل عائلة ɠاملة من قيم

 .جاذبة محددة الرتبة

ʈتوافق ظɺور  و مثل الفصوص الأولية ࢭʏ مجموعة ماندل؄فوت نقاط تحول حاسمة ࢭʏ استقرار النظام الديناميɢي.  تُ 

ا  ɠل فص عڴʄ حدود القلب مع نقطة Ȗشعب حيث يɴتقل النظام من جذب Ȋسيط (نقطة ثابتة) إڲʄ جذب أك؆ف Ȗعقيدً 

د التعقيد البصري 
ّ
  .(دورات متعددة). ɸذا الȘسلسل من التحولات ɸو الأساس الذي يُول

  ) وائياتɺالAntennas (:   مجموعة ʏشعب من حدود الفصوص ࢭȘال؅فاكيب الرفيعة المتفرعة الۘܣ ت ʏوائيات ۂɺال

ل جذري ࢭʏ سلوك النظام  إڲʄ تحوّ   𝑐مثل مناطق حساسية قصوى حيث يؤدي أدɲى Ȗغي؈ف ࢭʏ المعامل  تُ و ماندل؄فوت.  

عڴɸ ʄواǿي، يصبح النظام ࢭʏ حالة عدم استقرار بالغ: نقطتان متجاورتان قد يɢون لɺما    𝑐الديناميɢي. فعند أخذ   

 ɠباعد الأخرى.   ؛ إذ تنجذبان تمامً ان مختلفاسلوȘنما تʋمنطقة معينة، ب ʄما إڲɸإحدا 

 
  العشوائية ʈات الكسور  .3

نȘيجة الɺندسية  خصائصɺا  وتɢون  لإɲشا٬ڈا،  محددة  طرʈقة  لɺا  توجد  لا  أجسام   ʏۂ العشوائية   الكسورʈات 

 للعشوائية. وʈمكن إɲشاؤɸا عن طرʈق اݝݰاɠاة من خلال إضافة عناصر عشوائية. 

  
  مكȘشف اݍݰركة ال؄فاونية . روȋرت براون 3 صورةال

 
 اݍݰركة ال؄فاونية 

ال؄فاونية "ʇعود مصطݏݳ   ) Robert Brown  )7731-8581  روȋرت براون إڲʄ عالم الأحياء الأسكتلندي    "اݍݰركة 

ا ࢭʏ  ، أثناء دراسته ݍݨزʈئات رحيق الأزɸار، حرɠات غ؈ف منتظمة ݍݨسيمات مجɺرʈة تتحرك عشوائيً 1827الذي لاحظ عام  

   . جميع الاتجاɸات
ً

. ولاختبار ɸذه  فȘساءل عما إذا ɠانت ɸذه اݍݰركة ناتجة عن ɠون اݍݨزʈئات ɠائنات حية، البكت؈فيا مثلا

أن   أثȎت  مما  نفسɺا،  العشوائية  اݍݰركة  اݍݱݨم، فلاحظ  ميكرونية  معدنية  باستخدام جزʈئات  التجرȋة  كرر  الفرضية، 

أل؄فت  ، ح؈ن قدّمه  1905لكن التفس؈ف النظري لɺذه الظاɸرة لم يظɺر إلا عام  .الظاɸرة ف؈قيائية ولʋست بيولوجية محضة

 ) ࢭʏ إحدى مقالاته الشɺ؈فة. Albert Einstein )1879-1955 أيɴشتاين 

تخضع للا؅ɸقاز اݍݰراري    والۘܣ تصادمه مع جزʈئات السائل اݝݰيطة،  بلݏݨسيم   يمكن تفس؈ف اݍݰركة العشوائية 

أن ɸذه التصادمات  إڲʄ  ا  ). وʈنقل ɠل تصادم إڲʄ اݍݨسيم قوة Ȗسمح له بحركة صغ؈فة ࢭʏ اتجاه عشواǿي. ونظرً 4  لصورةا(

مختلفة الاتجاɸات ومتنوعة القوى، فإن اݍݨسيم يتحرك خطوات متقطعة وعشوائية، رغم أن لزوجة السائل تحد من  

  ʏݳ ࢭ تحركه. وɸذه اݍݵطوات المتتالية ۂʏ الۘܣ رسمت المسار المضطرب الذي رصده براون ࢭʏ حبوب اللقاح كما ɸو موܷ

 .   ةالتالي صورةال
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. اݍݰركة العشوائية لݏݨسيم 4 صورةال  

 

التصادمات العشوائية ب؈ن اݍݨزʈئات استɴتاج اݍݵصائص الإحصائية ݍݰركة اݍݨسيم حيث يبلغ    ،يȘيح وصف 

الاتجاɸات   جميع   ʏࢭ تحركه  احتمالات  لأن  وذلك  صفر،  معينة  زمنية  ف؅فة  خلال  اݍݨسيم  يقطعɺا  الۘܣ  الإزاحة  متوسط 

توزع التصادمات Ȋشɢل عشواǿي ومتناظر. غ؈ف أن متوسط الإزاحة وحده لا يكفي لوصف مدى اݍݰركة  إڲʄ  ا  مȘساوʈة نظرً 

 ُʇ الذي ʏستخدم متوسط الإزاحة ال؅فبيڥʇ لذا ،ʏذه  ع؄ّ الفعڴɸعد زمن مع؈ن، وȊ ا اݍݨسيمɺف عن المسافة المتوسطة الۘܣ يقطع

ومن ثم ترتفع سعة اݍݰركة    .ا موجبة وتȘسم بأٰڈا تزداد بزʈادة شدة وتكرار تصادمات اݍݨزʈئات باݍݨسيمالكمية تɢون دائمً 

  مما يزʈد من حدة التصادمات وتواترɸا.  ،لأن اݍݨزʈئات تكȘسب طاقة حركية أك؄ف   ،ال؄فاونية بارتفاع درجة اݍݰرارة

فعندما يزداد ݯݨم اݍݨسيم، تزداد مساحْڈا وʈزداد    ؛ ɠلما ك؄ف ݯݨم اݍݨسيم، انخفضت سعة اݍݰركة ال؄فاونية

ا إڲʄ زʈادة كتلة اݍݨسيمات، وʈؤدي ɠل تصادم إڲʄ إزاحة أقل،  لكن زʈادة اݍݱݨم تؤدي أيضً   . عدد التصادمات مع اݍݨزʈئات

واݍݨمع ب؈ن ɸذين التغ؈فين يɴتج عنه إزاحة إجمالية أقل لݏݨسيم. وʉعود السȎب ࢭʏ ذلك إڲʄ خاصية إحصائية Ȗس׿ܢ "قانون  

أنه ɠلما زاد عدد التصادمات العشوائية، اق؅فب متوسط مجموعɺا    ،ࢭʏ سياق اݍݰركة ال؄فاونية  ، الۘܣ Ȗعۚܣو   ،الأعداد الكب؈فة"

  .امن الصفر، وɸذا ما يفسر عدم ظɺور اݍݰركة ال؄فاونية ماكروسɢوȋي

ا، يبلغ اݍݱݨم النموذڊʏ لݏݨسيمات المرئية تحت اݝݨɺر ما لا يقل عن ميكروم؅ف واحد، وɸو قرʈب بما يكفي  عمليً 

مɺملة ال؄فاونية  الكب؈فة لا    . من اݍݱݨم الذي تصبح عنده اݍݰركة  أن الأجسام  وȋالتاڲʏ، من خلال اݝݨɺر، يمكن ملاحظة 

  تخضع لݏݰركة ال؄فاونية، ࢭʏ ح؈ن أن الأجسام الصغ؈فة تخضع لɺا. 

الف؅فة الزمنية إڲʄ ف؅فات زمنية صغ؈فة مȘساوʈة،   ال؄فاونية عڴʄ تقسيم  التمثيل الرʈاعۜܣ الأȊسط لݏݰركة  ʇعتمد 

ا وȌشɢل مستقل عن اݍݵطوات السابقة.  ا، يقطع خلال ɠل ف؅فة خطوة، لكن اتجاɺɸا يختار عشوائيً وأن اݍݨسيم، فرضً 

ا باستخدام  )، ʇسمح بمحاɠاة اݍݰركة ال؄فاونية عدديً Random Walkوɸذا النموذج، المعروف باسم "الس؈ف العشواǿي" (

  ). 5  صورةالاݍݰاسوب، مما ʇسɺل دراسة خصائصɺا الإحصائية مثل متوسط الإزاحة ال؅فبيڥʏ وسلوكɺا عڴʄ المدى الطوʈل (

  
  . محاɠاة اݍݰركة ال؄فاونية ݍݨسيم 5 صورةال
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  ُʇ إذ    اا، بل منحۚܢ كسورʈً ا اعتياديً المسار العشواǿي لݏݨسيم مسارً عد ɸذا  لا  الذاȖي الإحصاǿي،  يتم؈ق بالȘشابه 

 ا ࢭʏ الɺندسة الكسورʈة. ا أساسيً يحافظ عڴʄ نفس درجة التعقيد والتعرج عڴʄ جميع المقايʋس، وɸذا ما يجعله نموذجً 

  

  خاتمة 

كشفت ɸذه الرحلة المعرفية عن تطور القواعد الɺندسية ودورɸا اݍݰاسم ࢭȖ ʏشكيل وتصɴيف الكسورʈات، حيث  

ا ينطلق من أشɢال كلاسيكية بدʇعة ࢭȊ ʏساطْڈا، وʈرتقي إڲʄ عوالمَ من التعقيد اللامتناۂʏ الذي يتحدى  ا تصاعديً Ȗشق مسارً 

  .التصور 

ا مع الثنائية البɴيوʈة  ا مص؈فيً بدأت الرحلة بكسورʈات ɸندسية ملموسة، قابلة للبناء المباشر. لتع؄ف Ȋعدɸا منعطفً 

الۘܣ أرسْڈا أعمال جوليا وفاتو، والۘܣ كشفت لأول مرة ࢭʏ تارʈخ الرʈاضيات عن التعاʇش المذɸل ب؈ن الاستقرار الديناميɢي  

ࢭʏ فضاء   اݍݰتمية  تُ   .العقدي  ى المستو والفوعۜܢ  الۘܣ لا  ماندل؄فوت،  باكȘشاف مجموعة  المس؈فة  مثل مجرد  وتوجت ɸذه 

تحمل ࢭʏ ثناياɸا  فࢼܣ  إضافة إڲʄ مجموعة الكسورʈات، بل ۂʏ نقلة نوعية أعادت Ȗعرʈف مفɺوم التعقيد الرʈاعۜܣ نفسه.  

 اللاٰڈائية تنوعً 
ً
  .ا لا يكرر نفسها خلاق

 
ً
   يؤكد ɸذا التدرج التارʈڏʏ والمنطقي حقيقة

ً
   رʈاضية

ً
𝑧ଶ    : الȎساطة اݝݨردة، كما تجسدɸا المعادلةعميقة + 𝑐 =

 ɴتج Ȗعقيدً ، يمكن أن تُ  0
ً

  ا للغاية.ا ومنظمً ا دقيقً  لا يɴتࢼܣ. كما أن الفوعۜܢ الۘܣ نراɸا قد تخفي ࢭʏ داخلɺا نظامً ا ɸائلا

ڈا لغة لوصف العالم إڲʄ فضاء إبداڤʏ خالص يخلق عوالمه   وɸكذا، تɴتقل الرʈاضيات ࢭʏ ختام ɸذه الرحلة من ɠوٰ

 .صرامة المنطق وروعة الȘشكيل البصري ب؈ن  ع؄ف المزج  المتخيلة

  

  مقالات المؤلفة ࢭʏ اݝݨلة: 

 ) ة: عالم من اݍݨمال والتعقيدʈندسة الكسورɺ1رابط مقال "ال "(  

 12.pdf-kouba.dz/magazine/pdf/n13/article13-https://www.ens  
 ) ة: عالم من اݍݨمال والتعقيدʈندسة الكسورɺات"2رابط مقال "الʈعض النماذج الأولية للكسورȊ :(  

7.pdf-kouba.dz/magazine/pdf/n14/article14-https://www.ens 
 "مجموعات فاتو وجوليا ʏرابط مقال "ثنائية النظام والفوعۜܢ اݍݰتمية ࢭ  

 13.pdf-kouba.dz/magazine/pdf/n18/article18-https://www.ens  
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