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 ّ   التعاكس المخروطي 
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ّ ّمةمقد 

التحويل  هذا .عقودعدة منذ د يظهر في البرامج التعليمية بالرغم من أنه لم يع   نسبيًا،قديم  الدائري  كس اعتال

 هيقاتتطبنجد . اتيةالرياضي ياتللعديد من الجمالثري  نه مصدر ، مع أمجهول من جانب الكثير من ممارس ي الرياضيات

ى ك ختتلةة فيالم جوهرية من خصائصه ال. على سبيل المثال لا الحصر ،الخرائط علمالهندسة والميكانيكا و ميادينَ شت 

 بالنسبة إلىكس اعتال عد  ي   أخرى،. من ناحية [1]( 692، الصةحة 4)المرجع حركة دائرية إلى حركة مستقيمة  تحويل  

اجديدًا تمامًا، غيرِ الدائرة،  مختروطي   ا كان منحن جبري   بالنسبة إلىكس اعتال أم  عَر ف،لم ف أي  ذ ، إلا منعلمي على حد   ي 

 .[2]عهد قريب جدا 

ه أيضا و  .4 من المرجعة مأخوذالواردة فيه الرسومات و محتوى هذا النص نشير إلى أن   نب 
 
أن  مةهوم إلى ن

ى الهندسة التعاكسية.  التعاكس يمكن تعميمه إلى فضاءات ذات بعد أعلى وأن  دراسته تسم 

 

ّالتعاكس الدائري ّ .1

0  لتكن 0( ),x y 2 ي من المستو نقطةE  ليكنوk  مركزه أو  التعاكس الذي .منعدمغير  احقيقيعددا

تهو   ه قطب يا(() طبيقهو الت  k قو 
 
 [3] الامتثالي أو الحافظ للزوايا )محل

( , )k  2من { }E   والذي  نةسهفي

رفِق Mالنقطة Mبالنقطة ي    بحيث يكون 

( )M M و.M M k   . 

ف عرَّ ( هذا الالتةاف  ي   :ينالعلاقتبفي الإحداثيات الدٻكارتية )الالتةاف هو تقابل يساوي تقابله العكس ي 
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د التعاكس  مد  )ي  , )k  2إلى { }E العلاقتينإضافة ب 

( )  و( )  . 

ّأمثلة

 الدائرة( , )k ،0كان تختيلية إذاوال k إن  . نقول لتعاكسهذه هي دائرة ا بنقطة؛، ثابتة نقطة ( , )k هو

 هذه الدائرة. ى لإكس بالنسبة اعتال

 القطب التي تحوي  لمستقيماتا  والدوائر بحيث تساوي قوة  العدد  بالنسبة إليها k ( 
 
هده الدوائر ل تشك

  .إجماليا، ثابتة التعاكسالمتعامدة مع دائرة و  (،[4]شبكة 

  [5]معكوس دائرة تحوي هذا القطب مستقيم و معكوس دائرة لا تحوي القطب دائرة.  

https://sites.google.com/site/espacemathematique/Home
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  ،مة.إذن  معم 
ٌ
مة )المستقيم دائرة قطرها غير منته( دائرة  معكوس دائرة معم 

 .  معكوس قطع مكافئ منحن قلبي 

 .معكوس قطع زائد هو فتيلة برنولي 

   من الدرجة  معكوس منحن جبريn تين من الترتيبكنقط تينالدوري تينالنقط يقبل p قطب تعاكس   بالنسبة إلى 

(  qمن الترتيب 2من الدرجة  هو منحن جبري  )بالنسبة إلى المنحني الأصلي  2n p q تينالدوري تينالنقط ، يقبل 

n تين من الترتيبكنقط p q    2من الترتيب والقطب كنقطةn p. [6] 

  
 
 بالتوسيط د المحد   )بالخط المتقطع( يلمنحنا ( معكوسستمرالمخط بال) 1ل الشكل يمث

cos sin4 , cos2 sin3x t t y t t    
 .حدةدائرة الوَ  بالنسبة إلى

 
 1الشكل 

   2ح الشكل يوض  
َ
   [7]صغير ته عددوقو  (0,0) هقطب كساعتها بتَ وصور  (0,0)النقطة هاشطرنج مركز  رقعة

 
 2الشكل 

   ل الشكل
 
 المبدأ اودائرة متمركزة في هذ(0,0)  بدأعة بانتظام حول الملمجموعة من الدوائر موز   ار متكر   تعاكسا 3يمث

 .الا تلتقي به
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 3الشكل 

 

ّمخروطي ّ التعاكس بالنسبة إلى .2

عا مختروطيا" أي تقاطع مختروط ومستو.
ْ
ط

َ
ى تقليديا "ق " ما يسم   نعني هنا بالاسم "مختروطي 

 
 
 عطي أو  ن

َ
 التعريف

ً
ا كان   مختروطي   بالنسبة إلىكس اعتلل العامَّ  لا   النسبة إلى ببشكل منةصل  عريةهتبذلك  ثم نتبع. أي 

 كل 

 ة.الثلاث الةعلية اتمن المختروطي  

 ن
 
بالنسبة  0M ى قطبيَّ يسم   مستقيم يه مختروطي  فعلي  بالنسبة إلى  0Mنقطة ل [8] لمرافقاتأن مجموعة ا أيضا ر ذك

 .المختروطي   اهذى لإ

ماسين تماس تَيْ نقط ستقيمهذا الم شملي
 
 M.0 اللذين يشملان ين(،حقيقيالأو غير  ينحقيقيال) الم

 K تينالنقط يشمل 0M ، فإن قطبيَّ R،Sو P،Qفي  ويلتقيان بالمختروطي   0M يشملان إذا كان مستقيمان

) المستقيمينالمشتركة بين  )PR و( )QS وH   المشتركة بين المستقيمين( )PS و( )QR  (.4)الشكل 

ماس في هذه النقطة. قطبيُّ نقطة تنتمي إلى
 
 المختروطي  هو الم

 
 4الشكل 
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 ي ، في المستو C ي  مختروط بالنسبة إلى الذي قطبه كس اعتلا عريفت الآنيمكننا 
2E ،ه ال

 
من  طبيقتبأن

2 { }E رفِقوالذي  في نةسه Mالنقطة  Mالنقطة ب ي    لاقي المستقيم
َ
)ت )M  ِ مع قطبيM  ىلإبالنسبة 

C. 

ة Cليكن المختروطي   ف بـالمعادلة العام   الأكثر عمومية، أي المعر 
2 22 2 2 0.ax bxy cy dx ey f      

عر ف قطبي  )أو المستقيم القطبي  لـ( النقطة  )ي  , )M    بالنسبة إلىC بالمعادلة 

    0.d a b x e b c y f d e              

ستختلص من ذلك  التعاكس بالنسبة إلى هذا المنحني والذي قطبه  أن  ي 
0 0( , )x y عَر ف بالعلاقتين  :ي 

     

     

     

     

0 0 0

0 0

0 0 0

0 0

,

.

f dx ey x x e bx cy yx xy
x

d ax by x x e bx cy y y

f dx ey y y d ax by yx xy
y

d ax by x x e bx cy y y

       
  

      

       
  

      

 

 

ّالتعاكس الناقص يّ  .3

 لنةترض أن  
,a bE هو القطع الناقص )  يهمحور نصةا و  O(0,0) هركز والذي م 2Eفي المستوي  )أو الناقص ي 

a  وbالتعاكس الذي قطبه .O  بالنسبة إلى
,a bE  2طبيق من تالهو { }OE  رفِقفي نةسه والذي النقطة ب ي 

M  النقطةM   المستقيممن نصف [ )OM  بحيث يكون 

.2.OM OM OI  

]تلاقي نقطة  يه I أين )OM   مع القطع الناقص
,a bE . 

 
شعاعَه  OIو التعاكس أو قطبَه مركزَ  Oى النقطة سم  ت

 أو 
َ

قطره.  نصف
,a bE  معكوسلتعاكسهذا ا بالنسبة إلىمجموعة النقط الثابتة  . إنهتعاكسهو القطع الناقص لل . 

M  أي Mالنقطة  المستقيم نقطة تلاقيهو ( )OM   مع قطبي M  بالنسبة إلى
,a bE [9] ولدينا  

 2 2 2

2 2 2

1
.

a b m
OM OM

b a m


 


 

) ستقيمالم معامل توجيههو  mحيث  )OM  
 
، m. إذا كانللمختروطي   قاس من المحور الرئيس ي  الم  يكون  غير منته 
2. .OM OM b  

القطع الناقص  كانإذا 
,a bE  ى

ً
 بالمعادلة معط

2 2

2 2
1 0

x y

a b
   

فإن التعاكس بالنسبة إلى 
,a bE  بالآتيف عر  م  

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
( , ) , .

a b x a b y
x y

b x a y b x a y

 
 

  
 

)  .التعاكس بالنسبة إلى قطع ناقص التةافي  )تضامني 

 أمثلة

  .كل  مستقيم يشمل القطب ثابت إجماليا  

  هذا القطب. قطع ناقص يشملهي  مستقيم لا يشمل القطبصورة 
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  ين بالشكل  -نصف نةس  خاصية) للتعاكسمثل القطع الناقص  "الشكل -"نصفليس له نةس  ي  مختروطمعكوس

طب ق ويشملمحاورها متوازية على التوالي( أن  و  التباعد المركزي   المختروطيات نةسَ لهذه هنا أن المختروطيات تعني 

 .منحن  من الدرجة الثالثةهو التعاكس 

 ة منحن من الدرجالقطب هو  لا يشملو  للتعاكس الشكل مثل القطع الناقص -نصفليس له نةس  ي  معكوس مختروط

 .الرابعة

 بالتوسيطد منحن محد   معكوس 

 ( ), ( )t f t g t 

 معر ف بالتوسيط
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

( ) ( )
, .

( ) ( ) ( ) ( )

a b f t a b g t
t

b f t a g t b f t a g t

 
 

  
 

ر  اة هو حالة خاصة مهم   الدائري   تعاكسال بالذكر أن   يجد   .خاصقطع ناقص  هيالدائرة إذ أن ، للتعاكس الناقص ي   جد 

 

 
 : معكوس دائرة )عن اليسار( ومعكوس قطع ناقص )عن اليمين(.5الشكل 

 

 

   
 : معكوس قطع زائد )عن اليسار( ومعكوس قطع مكافئ 6الشكل 

 ومعكوس)منحن( قلبيى  )عن اليمين(.
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 التعاكس الزائدي   .4

 لنةترض أن  
,a bH هو القطع ال) . bو a يهمحور نصةا و  O(0,0) هركز والذي م 2Eفي المستوي  زائد )أو الزائدي 

بالنسبة إلى  Oالتعاكس الذي قطبه
,a bH  2طبيق من تالهو { }OE  النقطة ب يرفقفي نةسه والذيM  النقطة

M   المستقيممن ( )OM  بحيث يكون 

 2 2 2

2 2 2

1
.

a b m
OM OM

b a m


 


 

) ستقيمالم معامل توجيههو  m أين )OM  
 
، m. إذا كان للمختروطي   قاس من المحور الرئيس ي  الم  يكون  غير منته 

2. .OM OM b   
 
 
و هأو قطب كساعتلامركز  Oى النقطة سم  ت

,a bH  [10]الزائد  هقطع. 

 زائدالقطع ال كانإذا 
,a bH فا عرَّ  بالمعادلة  م 

2 2

2 2
1 0,

x y

a b
   

فإن  التعاكس بالنسبة إلى 
,a bH  معر ف بالآتي  

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
( , ) , .

a b x a b y
x y

b x a y b x a y

 
 

  
 

.  التعاكس بالنسبة إلى قطع زائد التةافي 

 

 أمثلة

  مستقيم يوازي مستقيما مقاربا لقطع التعاكس الزائد مستقيم يوازي المستقيم المقارب الآخر. صورة  

  يماهمستقهو القطع الزائد الذي يحتوي على القطب و للقطع الزائد هذا  امقارب مستقيم لا يوازي مستقيمامعكوس 

 .للتعاكسبالقطع الزائد  ينالخاصلذلكما  انموازي انالمقارب

  هو  عاكستلقطع الزائد للل التابعين ماكذلل ينموازي انالمقارب مستقيماهكون يالقطب و  يشملمعكوس قطع زائد لا

في  فإن صورته تتمركز  القطب،متمركزًا في  تحويلهإذا كان القطع الزائد المراد  الخصائص؛ع بنةس قطع زائد يتمت  

   القطب أيضًا.

 بالتوسيطد منحن محد   معكوس 

 ( ), ( )t f t g t 

 معر ف بالتوسيط
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

( ) ( )
, .

( ) ( ) ( ) ( )

a b f t a b g t
t

b f t a g t b f t a g t

 
 

  
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 : معكوس مستقيم )في الأعلى عن اليسار(، معكوس قطع ناقص )في الأعلى عن اليمين(، 7الشكل 

 معكوس قطع زائد )في الأسةل عن اليسار( ومعكوس قطع مكافئ )في الأسةل عن اليمين(.

 

 التعاكس المكافئيّ  .5

( هو القطع المكافئP لنةترض أن   في الإحداثيات الدٻكارتية بالمعادلة عر فالم )أو المكافئي 
2 2 0y px  

0 ولتكن 0( , )x y  دةنقطة  .ي في المستو  محد 

عر ف )نقطة  أي   ي  قطب ي  , )M    بالنسبة إلىP بالمعادلة الدٻكارتية 
0.px y p    

)نقطة  لأي   , )M    عن تختتلف ستقيم الم فإن  تلاقي( )M ي  مع قطب M بالنسبة إلى P هو النقطة M  

 التي إحداثياها 

 2 2
0 00 0 0

2 2

0 0 0 0

( ) , .
2

,
p x yp p x x y

p px y p px y

     
 

     

   
   

    

 
  
 

 

)التعاكس  , ) P  بالنسبة إلىP  والذي قطبه  أو التعاكس المكافئي  الذي قطبه  هو التطبيق من المستوي في

رفِق بالنقطة    المختتلةةِ عن  Mنةسه والذي ي 
َ
Mالنقطة  عر ف بالآتي فة كما سبق، أي أنه ي   المعر 

 2 2
0 00 0 0

2 2

0 0 0 0

( ., ,)
2p xy yx xypx pxx y x xyy

px y px yy px y px
y

yy
x

   
 

 


 



 





 

 صورة المنحني المعر ف بالتوسيط 
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 ( ), ( )t f t g t 

بالتعاكس 
( , ) Pمعطىً بالتوسيط ، 

 

2 2

0 0 0

2

0 0

0 0

2

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
.

( ) ( ) ( ) 2 ( )

( ) ( ) ( )

pf t pf t x g t x f t g t y

pf t g t px g t y
t

p f t g t g t x f t y

pf t g t px g t y

   


  


  
   

 

  و همن منحن لنقطة  )المستقيم( القطبي  نظرا إلى أن  
 
ثابت   Pالقطع المكافئ فإن  النقطة،هذه  نحني فيماس لهذا المالم

بنقطة بالتعاكس نقطة 
( , ) Pستنتج من ؛ ما، بهذا التعاكس، تشمل نقطتَيْ التلاقي المحتملتين منحن  صورة ذلك أن   وي 

 . P [11]بين المنحني الأصلي  و

 
 : المعكوس المكافئي  لقطع ناقص )عن اليسار( 8الشكل 

 والمعكوس المكافئي  لقطع زائد )عن اليمين(.

 

ّالتعليقات

ون د كرةلل الذي نعيش فيه( يجعل من الممكن طلاء الوجه الداخلي   ةضاءكرة )في البالنسبة إلى س لتعاكا [1]

حو  
 
قوم بطلاء هذا المستوي ثم  ن

 
ل الكرة إلى مستو، ن حو 

 
 له إلى الكرة الأصلية(.  تقطيعها )ن

  الصحراء،نضع قةصًا كرويًا في  قةص. لهذه الغايةحبس أسد في بيسمح أيضًا التعاكس 
 
 ندخل

 
 مو قنه. غلقه ون

 .خارجهونحن  القةص،داخل  صبحي  س الأسد النتيجة هي أن  لقةص. إلى ابالنسبة س كاعت إجراءب بعد ذلك
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من مستو   جبري   ن  إلى منح بالنسبة كساعتلا ريفتع(، حتى إثبات العكس، ب309)الصةحة  4ينةرد المرجع  [2]

ا كان العدد الطبيعي   ،n درجةال هوم المنحنيات القطبية يعتمد على مة مع التنبيه إلى أن  هذا التعريف ،nأي 

ا كان، فلا أعرف له أثرا، باستثناء المرجع  ، أي  ا التعاكس بالنسبة إلى سطح جبري  ( 655)الصةحة  5المتتابعة. أم 

م، فضلا عن ذلك،   كحالا والذي يقد 
ً
ا كان، ت  خاصة رة كأي بالنسبة إلى التعاكس بالنسبة إلى سطح تربيعي  أي 

 وشبيه ناقص وشبيه زائد )ذي سِماط واحد وذي سماطين( وشبيه مكافئ.

 للزوايا( ي ستو المفي من ميدان من المستوي   fطبيقالت [3]
ٌ
يحافظ )محليًا( على الزوايا  إذا كان، امتثاليٌّ )أو حافظ

ه ين، أيْ هَ وجَّ بين منحنيين م  
 
 ي، و A يلتقيان في النقطة 2Cو 1Cإذا كان منحنيان  إن

 
 شعاعاهما ل شك

 
 انماسالم
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 ( لتوجيه)في اتجاه ا A في
ً
ماسين للمنحنيين ،  هاقياس زاوية

 
1fفإن  الشعاعين الم C   2وf C في 

( )f A  
 
 هما  لانيشك

ً
  تشابه مباشر محليًا. fإن   بتعبير آخر،. هاقياس أيضًا زاوية

ي  [4]  نسم 
ً
ة من غيرَ  شبكة

 
  الدوائر  منحل

َ
 نة، عي  نقطة م   التي تكون بالنسبة إليها قوةجميع الدوائر  مجموعة

 
ى ت سم 

نا الشبكة،مركز   عددا معي 
ً
ي  .مساوية ة منشبكة ونسم 

 
  منحل

َ
جميع الدوائر التي تنتمي مراكزها  الدوائر مجموعة

ن، مستقيمإلى   .ي  لهذه الشبكةالأساس  ستقيمى الميسم   معي 

ستنتج امن هذ [5]  .ةمستقيم حركةحركة دائرية إلى  ل  يتحو  ي 

ي نقطتان خاصتان ف ماه )أو الدوريتان أو أيضا المتناحيتان(، تانالدائري تانالنقط الإسقاطية،في الهندسة  [6]

بفي الم ،اللامنتهي
 
ب كل  دائرة حقيقية ،ستوي الإسقاطي المرك

 
فِ في الإحداثيات تنتميان إلى تراك المتجانسة  والمعر 

 بمعادلة من الشكل 
2 2 22 2 0.x y axz byz cz     

;1) تانالنقط ما تؤخذ غالبا ;0)I i 1)و; ;0)J i .لهاتين النقطتين  

[7] M. Gardner, The Sixth Book of Mathematical Diversions, University of Chicago 

Press,1984, p. 244-245. 

Mو 0M تانالنقطتكون  [8]  بالنسبة إلى مختروطي   تينمترافق  C0ستقيم إذا كان الم( )M M  لتقيي  C في

]0 م يقستبحيث يكون ال Qو Pنقطتين  ], , ,M M P Qبحيث يكون  ، أيْ توافقيا 

0 0 .
PM QM

PM QM
 

 
 

  آخذين بعين الاعتبار ، إذنيمكننا  [9]
َ

 ما، الواردَ أعلاه، أن نعر ف التعاكس مختروطي  اكس بالنسبة إلىعالت تعريف

  هقطب قطع ناقص بالنسبة إلى
ٌ
ا كانت هذه النقطة. ستو الم من نقطة  ي، أي 

 يمكننا أيضًا في الحالة الزائدية ت [10]
 

  بالنسبة إلى التعاكس عريف
ً
 .ي ستو نقطة في الم أي   هى وقطبقطع زائد معط

 الزائدية.الحالة في و أيضا في الحالة الناقصية حيحهذا ص [11]

 

 المراجع

1. D.E. Blair, Inversion Theory and Conformal Mapping, American Mathematical Society, 

2000. 

2. R. Caddeo, G. Franzoni, P. Piu, Inverting Beauty, Dipartimento di Matematica e Informatica, 

Università degli Studi di Cagliari, Via Ospedale 72, 09124 Cagliari, ITALIA, 2010-2011. 

3. N.A. Childress, Inversion with Respect to the Central Conics, Mathematics Magazine Vol. 

38, No. 3, 1965, pp. 147-149. 

4. Hamza Khelif, Le jardin des courbes, Dictionnaire raisonné des courbes planes célèbres et 

remarquables, 2e édition, 966 pages. KDP Amazon, 2020.  

5. Hamza Khelif, Le jardin des surfaces, Dictionnaire raisonné des courbes gauches, des 

surfaces et d’autres variétés célèbres et remarquables, 2048 pages. KDP Amazon, 2020.  

6. J.L. Ramirez, Inversions in an Ellipse, Forum Geometricorum Volume 14 (2014) 107–115. 

7. D. Wells, The Penguin Dictionary of Curious and Interesting Geometry, PENGUIN BOOKS, 

1991. 

 

 

 

https://sites.google.com/site/espacemathematique/PUBLICATIONS/le-jardin-des-courbes-2e-edition
https://sites.google.com/site/espacemathematique/PUBLICATIONS/le-jardin-des-surfaces
https://forumgeom.fau.edu/FG2014volume14/FG201408index.html



