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 مقدمة

 :القاموس، نجد التعريف التاليلعودة إلى با

 ˝ .وفقًا لمبادئ المعرفة عنهتعبير الو توجيه الفكر  من خلالهيتم  ذيال سلو الطريقة هي ال ˝

 .في السماح بالحصول على نتائج ذات شكل متطابق من خلال خصائص مشتركةما  يتمثل هدف طريقة

اعتماد قصدان بذلك يفإنهما  عن الطريقة في مجال المعرفة،  Leibnizتزنبولاي Descartes عندما يتحدث ديكارتف

 .تقليص مجال المعرفة المدروسة لنموذج عمليات هذا الحسا من خلاله م متكامل يتحسا   نهج يتمثل في بناءم

 :ينتالينكون أمام مشكلة حقيقية تستوجب الجوا  عن السؤالين ال ،وانطلاقا من هذه النظرة

 صالحة؟ طريقةالما الذي يجعل  -1

 نتائج صحيحة؟دائما الطريقة تنتج  ما الذي يضمن أن  و  -2

ثارت ألكنها لعبت دورًا هامًا في تطوير الحسا  التكاملي و رياضية،  طريقةنموذجا لم ، سنقد  الةفي هذه المق

 .القابلة للتجزئة غير  للأجزاء كافالييري اللاذعة، تتمثل في طريقة العديد من الجدل والانتقادات 

 

 كافالييري  ونافينتورا ب .1

 1598وُلِد في ميلانو عام  ،ورجل دين إيطالي يرياضيات هو  Bonaventura Cavalieri ونافينتورا كافالييري ب

وفي في بولونيا عام
ُ
 1647 وت

ُ
 .أثارت اهتمامه بالرياضياتمن أهم السبا  التي  Euclidعمال أقليدس ل  تهدراس د  ع. ت

مه د  فقعبقرية كافالييري  Frederico Borromeo لاحظ الكاردينال فريدريكو بوروميو  ،خلال إقامته في دير ميلانو

 .Galileo جاليليو  المشهور في ذلك الوقت للعالم
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الذي كان يدرس في جامعة  Benedetto Castelliدرس كافالييري الهندسة والرياضيات مع بنديتو كاستيلي 

 آنذاك ، لكنه اعتبر 1619شغل كرس ي الرياضيات في جامعة بولونيا عام يم كافالييري بطلب لتقد  ، فبيزا
ً
صغيرا شابا

 
ً
ما، إلى رو من بيزا عندما غادر كاستيلي نفس الجامعة في مرة أخرى حظه  جر  ثم  .مثل هذا المنصب المرموق لشغل جدا

حتى وفاته في عام بها يا ودرَّس الرياضيات في بولون ي، تولى منصب كرس 1629. في عام ه جوبه بالرفض مرة أخرى ولكن

1647. 

 سريعال نتشار لا دور كبير في ا له كانو  .المجالات الرياضية والبصرية والفلكية كافالييري  تتناول أعمال

في عام ف .لوغاريتمات في إيطاليا حيث نشر جداول تحتوي على لوغاريتمات الدوال المثلثية للمستخدمين في علم الفلكل

م جداول للنسب المثلثية بثماني قد   وفيه"، Directorium universale uranometricum" بعنوان ، نشر كتابًا1632

في علم التنجيم، عديدة أخرى نشر كتب على كافالييري بالإضافة إلى ذلك عمل  .لوغاريتماتهامصحوبة بأرقام عشرية 

 .، وكان هذا آخر أعماله1646خر في عام وال  1639واحد منها في عام 

 
 بينهم جاليليو وميرسينمن رياضيات في العلماء د كبير من الالمراسلة مع عد عن طريق تواصل كافالييري 

Mersenne  وتوريتشيليTorricelli وفيفياني Viviani.  رسالة 112أكثر من ته مع جاليليو على مراسلاتحتوي. 

 
 

للتجزئة ابلة قالالجزاء غير ته الموسومة بقم طرييصمت بالفعل أتم  قد كافالييري كان  ،عند وصوله إلى بولونيا

method of indivisibles،  في كتابه 1635في عام  هاتقديم التي تم  و 

"Geometria Indivisibilibus Continuorum Noua Qudam Ratione Promota". 
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كافالييري طريقته دون تحديد في هذا الكتا ، وصف  .الحسا  التكاملي دورًا كبيرًا في تطوير  هذه الطريقة لعبتوقد 

 و  !قابلة للتجزئة"ال"غير     ا ععنيه ب لمضح او 
ُ
لة من طريقة  د  عكانت ت التي  method of exhaustion الاستنفاذنسخة معد 

 .Kepler الصغر لكيبلر في ية متناهاللا  نت نظرية الكميات الهندسية، والتي تضم  Archimedes استخدمها أرخميدس

 تقدير المساحات .2

ذين الفلاسفة الرأي بعض إلى أصوله عود تللمادة قديم قابلة للتجزئة من مفهوم التنبع طريقة الجزاء غير 

يتألف  سطحيالري، الشكل الهندس ي يبالنسبة لكافالي تختلف طبيعتها عن طبيعة المادة. يرون أن المادة تتألف من ذرات

قابلة للتجزئة التي تشكل الالجزاء غير  وهو مجموع هذهمن خطوط، بينما الجسم ثلاثي البعاد يتألف من أسطح، 

 :أساس طريقته للسطوح على النحو التالييمكن صياغة  .المساحة السطحية أو حجم الجسم ثلاثي البعاد

جميع تقاطعات لن بين خطين متوازيين، وكان يإذا كان شكلان مستويان محصور 

 لشكلينليكون  هنفس الطول، فإنالوليين  للخطين واز  هذين الشكلين مع خط مُ 

 .المستويين نفس المساحة

 

نأخذ  ،ري لمقارنة مساحتين من شكلين مستويينيكافاليا ح كيف استخدمهيوضفرضية ولتال ههذفحوى لفهم 

 
ً
 .أدناهفي الشكل هو موضح كما  ضلاعستطيل ومتوازي ال الم همابسيطين و شكلين لمثالا

 
 :ي فيما يلير يكافالي ةفرضيتتمثل بالكتابة الحديثة، 

 
 التي:كلقد صاغ كافالييري هذه النتيجة 

 .مساحة متوازي الضلاع تساوي حاصل ضر  قاعدته في ارتفاعه

 

ابلة قالالشكال عندما تكون مساحة عناصر الجزاء غير بعض يمكن تعميم طريقة كافالييري لإيجاد مساحة 

 وذلك كالتالي: ،للتجزئة في نسبة معينة

ها حصل علينالتي  قاطعكان لشكلين هندسيين نفس الارتفاع، وكانت المإذا 

دائمًا،  بواسطة خطوط موازية للقواعد وعلى بعد متساو  منها في نسبة محددة

 .في نفس النسبة تكونانفإن مساحتي الشكلين 
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قطع الناقص الوجد بشكل خاص مساحة  الذي من أعمال كيبلر هذا يبدو أن كافالييري قد استوحى إلهامه 

 :يمكن توضيحه كما يليبشكل مشابه، 

 

 
 

 قوة الخطوط .3

. في متوازي الضلاع Powers of lines قوى الخطوط    ه باسمألمقارنة ما طريقة ال هكافالييري هذ استخدم

 :في المثال التالي نتأمل الفكرةح يوضتلو 

 
 :ليما يك ةفرضيتتمثل هذه البالكتابة الحديثة، 

 
 

 الحجومحساب  .4

ر غيوبموجب مبدأ الجزاء  ،لحسا  حجوم مختلفة من الشكال الصلبة طريقةكافالييري نفس ال استخدم

 :على النحو التالي طريقةاله ، يمكن التعبير عن هذالقابلة للتجزئة

 تو  مع مسالجسمين هذين  مقاطعجميع لوكانت  ،نين متوازييبين مستويموجودين صلبان جسمان إذا كان 

 .نفس الحجم جسمينهذين اليكون ل هن نفس المساحة، فإنيالولي للمستويين واز  مُ 
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سطوانة أباستخدام مكعب مستطيل الشكل عشبه كومة من البطاقات المستطيلة و  تيجةالن هيمكن توضيح هذ

اقات بطالكومتين نفس الارتفاع وكانت مساحة ال يكلتلدائرية الشكل تشبه كومة من البطاقات الدائرية. إذا كان 

 .مًا متساويةاحجأالبطاقات المستطيلة، فإن الكومتين تشغلان تساوي مساحة الدائرية 

 
، استنتج كافالييري أن حجم السطوانة غير القابلة للتجزئةعلى مبدأ الجزاء  قائمةالهذه الطريقة من خلال 

 ، أيعساوي ضر  مساحة قاعدتها في ارتفاعها

 
 .لا تختلف كثيرًا عن طريقة أرخميدس كانت الفكرةلحسا  حجم الكرة، و  الطريقةكافالييري نفس  استخدم

أيضًا  ر اعتب. وقد كذلك عساوي نصف القطر السطوانة ارتفاع مع لقد اعتبر نصف كرة وأسطوانة بنفس نصف القطر 

 أدناه:حفرها على شكل مخروط مقلو  كما هو موضح في الشكل  أن السطوانة تم

 
 لن ارتفاع السطوانة عساوي نصف أنه في هذا الشكل نلاحظ 

ً
تم وضع الجسمين بين مستويين متوازيين، نظرا

 ي و والمست ي الصلبين، والمسافة بين هذا المستو الجسمين ، يقطع كلا P للمستوى  واز  الن مستو مُ  ناتخيل. إذا قطر الكرة

P   تساوي hكما هو موضحلخر حلقةجسم السطواني امع الو قرصًا، ينتج  ةمع نصف الكر  ي تقاطع هذا المستو  ، فإن ، 

 في الشكل أدناه: 

 
 

 :هو قرصنصف قطر ال

 
 :هي ة القرصمساح

 

r 

r 

r 

r 

P 
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 :مساحة الحلقة هيو 

 
لكن،  .عساوي الفرق بين حجم السطوانة وحجم المخروط ةصف الكر نكافالييري من ذلك أن حجم  استنتج

 . وعليه:rوارتفاعها  rحجم أسطوانة نصف قطرها 

 
م حجإذن  كافالييري . استنتج الارتفاعنفس و  نصف القطر حجم المخروط ثلث حجم السطوانة ذات نفس يساوي و 

 :نصف الكرة

 
 :الكرةحجم وبالتالي 

 
 يكافالي طريقةإليه ر شيتهذا ما 

ُ
  .Stereometry ستخدم في قياس الحجومري التالية، التي ت

 

 

حصل عليها نالتي  قطعنفس الارتفاع، وكانت ال جسمين صلبينإذا كان لدى 

دائمًا،  موازية للقواعد وعلى بعد متساو  منها في نسبة محددةمستويات بواسطة 

 .في نفس النسبة الصلبين يكونان جسمينال حجميفإن 

 

 
 

ري تسمح بالحصول على نتائج متوافقة مع الواقع في بعض الحالات، يكافالي من الملاحظ لحد الن أن طريقة

 .تم انتقادها بشدة بسبب عدم دقتهامع ذلك ولكن 

 

 نقص في الدقة والصرامة .5

 انكقابلة للتجزئة" بشكل واضح. وقد الحقيقة عدم تعريف الشياء "غير بتتعلق العديد من هذه الانتقادات 

 أنه ضر  شدة، حتى  نتقدينأكثر الم Paul Guldin( 1642-1577السويسري بول جولدين )
ً

من يوضح مضادا مثالا

أن بمثال مضاد،  ،بول جولدين بالفعل، لقد برهن .ري تعطي في بعض الحيان نتائج خاطئةيكافالي طريقةأن خلاله 
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تختلف أطوال   ABCفي مثلث مثلا، .قضايا خاطئةقابلة للتجزئة" تسمح باستنتاج اللأشياء "غير لري يطريقة كافالي

يي أن يكونا متساو  ،ري يكافالييفترض، اعتمادا على طريقة إلى مثلثين  AD هرتفاعبواسطة ا مقس  م، ACو AB هجوانب

 ، وهو ما ليس كذلك في الواقع.ساحةالم

  

 

لاعتراضات اكافاليري إعادة صياغة عرضه للرد على  حاول  ،ري يطريقة كافاليتها بعد الانتقادات الكثيرة التي واج

 .ولكنه لم ينجح في ذلك

 وشدة الانتقادات التي تعرضت إليها الطريقة الجدل  اعلى الرغم من هذ
ُ
س صلبة للنتائج التي سُ وعدم وجود أ

ا مكافئة لطريقة كافالاستخدم  يناتيالعديد من الرياضي فإنتم الحصول عليها، 
ً
  Robervalروبرفال يري، مثليطرق

 Isaac  و إسحاق بارو   Saint-Vincentوسانت فينسنتPascal  وباسكالFermat فيرما و   Torricelli وتوريتشيللي

.Barrow  

 
 

 حجم وسطح الكرة: رؤية استريومترية .6

 .كافالييري الكرة على أنها كومة من الوراق الدائرية واعتبر أن هذه الكومة تشغل حجم الكرةرأى 
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كتب بالكتابة الحديثة،

ُ
 :فرضية كافالييري كما يلي ت

 
 

نعتبر غلاف الكرة على أنه كومة من محيطات الوراق الدائرية. وبشكل أساس ي، تشغل هذه الكومة  ،أسلو  المقارنةب

 .مساحة الكرة

 
 

 ، أن تكون مساحة الكرة كالتالي:كافالييري  من المفترض حسب طريقةبالكتابة الحديثة، 

 
 حيث

 
 ومنه
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 الخلاصة

من أسس صارمة. فأي طريقة تقوم على أساس  بدقة انطلاقا، يجب القيام بتفكيكها ما لتأكيد صحة طريقة

لحالات التي في ا تهاصحيحة، لا يمكن ضمان موثوقي ن أنهاتبي   على تراكم حالات خاصةتقتصر في أحكامها استقرائي، أي 

 .هان بطريقة المقارنةطرح فكرة البر لم تتم معالجتها بعد. وهذا يمكن أن عشير إلى 
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