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بْ،�وإ���ذكرى�الأستاذ�يوسف�عتيق،�رحمھ� �ذا�المقال�مُ�دى�إ���الأستاذ�القدير�محند�موساوي�الذي��غرَّ

 الله،�الم��عة�با�����والعطاء.�

  

  .�مقدمة1

 ����1602حدود�عام�
ّ

�برا���يخو اتا�إ���ملاحظات�أستاذه�،�مس�ندً �Johannes Keplerيو�ا�س�كبلر ن�تمك

Tycho Braheالرصدية،�من�صياغة�قوان�نھ�الفلكية�الثلاثة�الش���ة،�وال���نظر�إل��ا�كقوان�ن�رصدية�ميدانية�ناتجة��

  عن�مُراقبات�مباشرة�للسماء�لف��ات�طو�لة.

ا�وحد�ما�ومس�ندً ا�القلم�والورق�التحقق�من���ة��ذه�القوان�ن�مستخدمً ��Newtonا�استطاع�نيوتنلاحقً 

 
ّ
ھ�قأطلق��ذا�النجاح�العل���المذ�ل�الذي�حقّ مات�وقوان�ن�المي�اني�ا�الكلاسيكية،�ال���سا�م����وضع�ا.�وقد�إ���مسل

�ال��ضة� �تأس�س �ن�يج��ا ��انت �الغرب، �تار�خ ��� �وغ���مسبوقة ���مة �وتجر��ية �فكر�ة �بحث �لعمليات �العنان نيوتن

� �وع�� �الغرب. �ا��ديثة��� �يتفّ العلمية �ع���أنّ �ذا�الأساس �المؤرخ�ن�الغر�ي�ن �جل �واحد�����ق �رقم ��و�الرجل نيوتن

�المعاصرة  �وجعلَ �.حضار��م
َ
�الفلاسفة �نيوتن �إ����نجاح �بالر�بة �الممزوجة �وا����ة �الد�شة ��ع�ن �ينظرون الغر�ي�ن

لات�فعالي��ا����حل�مشك�عن�سرّ ا�الكث���جد� ،�وقالوا�من�حي��ا�الر�اضيات�القادرة�ع���وصف�الأحداث�ا��ار�ة����ال�ون 

�يوج�ن�بول�و��� و�و�مقال�ش����للف��يا�ي��،[8]ل�الإ�سان.�و�عطي�المرجع�بَ العلوم�الطبيعية،�وعن�سر�ممارس��ا�من�قِ 

Eugene Paul Wigner 
ً
شعب��ذا�الموضوع�الشائك�،�لمحة

َ
  .عن�طبيعة�و�

��اية�القرن�التاسع�عشر�دت�بصورة�شبھ��املة�منذ�ا�وج�ة�نظر�علماء�الر�اضيات�إ���علم�م�فقد�تحدّ أمّ 

م��انتور�  �Cantorالميلادي،�وتحديدا��عد�أن�قدَّ
َ
،�˝نظر�ة�المجموعات˝م�نظر�تھ�الرائدة����الر�اضيات�والمسماة�إ���العال

�م��يل��ترأس��الكث���من�علماء�الر�اضيات�الكبار،�وع���وأقرّ �وال���اعت��ت�من�حي��ا�إ���غاية�اليوم�أساس�الر�اضيات.

Hilbert ّؤسّ �،�بأن
ُ
س�داخلھ�الر�اضيات�المعتادة�المستخدمة����حل�مشكلات�العلوم،�الإطار�الطبي���الذي�ي�ب���أن�ت

،�و�و�ما��et theorys Cantorian،��و�نظر�ة�المجموعات�ال�انتور�ةModelsوال���تد���أيضا�بر�اضيات�النماذج�

�جميع�النظر�ات�الر�اضية�المعتادة�وتكفي�لمحة�سر�عة�للتأكد�من�أنّ �.العشر�نتحقق�ع���نحو��امل�منذ�بداية�القرن�

،�و���لغة�ر�اضية�من�الرتبة�الأو�����Setأو�بالأحرى�جميع�النماذج�الر�اضية�صيغت����عصرنا�بلغة�نظر�ة�المجموعات�

 وتمتلك�الأبجدية�التالية:

 ؛⇔،�⇒،�∨،�∧،�¬�:رموز�الروابط�المنطقية 

 م�ن�الوجودي�والعموميرمزي� مِّ
َ

ك
ُ
 ؛∀،�∃�:الم

 �:؛)،�(رمزي�القوس�ن�اليمي���وال�ساري 

 �:؛=رمز�المساواة 
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 �:؛∋رمز�الانتماء 

 :؛�،��،���رموز�متغ��ات�أو��...�، 

 �:رموز�متغ��ات�ثانية�خاصة�بالمجموعات��،��،�...�،.  

�ف�لّ  �ل�ذه��و�كذا �أو�'نضائد' �أو�'حشود' �'�لمات' �جو�ر�ا ��� ��� �المعتادة �الر�اضيات ��� �نجد�ا الصيغ�ال��

  :الرموز،�وُ�ع���ع���الصيغ�ال��يحة�من�بي��ا�بال���ان�الر�ا����المس�ند�إ���المبادئ�التوتولوجية�وإ���المسلمات�المنطقية

 �[� ← �] ⇒  ؛�(�∃)

 � =  ؛�

 � = � ⇒ (�[� ← �] ⇔ �[� ←  ؛([�

ستخدم�لقاعد�ي�الاستدلال:
ُ
  والم

�,� ⇒ �

�
�Modus 	ponens  ,�قاعدة	القياس	الاست�نا�ي	

  وَ 
� ⇒ ℬ

(∃�)� ⇒ ℬ
م	الوجودي� كمِّ

ُ
 ,�	قاعدة	إدخال	الم

  .[7]وَ �[5]المرجع�ن�.�و�مكن�للقارئ�الم�تم���ذا�الشأن�أن�ينظر�إ���ℬا����الصيغة�حر� ��حيث�لا�يظ�ر�المتغ���

� �ال�� �النحو�ة �الطبيعة �وإنّ ت�نّ إ��ا �قرن. �أك���من �منذ �الر�اضيات �علماء �غالبية �ا���� �ا�ا �بھ �ل�س�بد ة�المرء

�لمات�الر�اضيات�المصاغة���ذه�الطر�قة�ال�سيطة�قادرة�ع���وصف�الأحداث�ا��ار�ة����ال�ون��والد�شة�ح�ن��علم�أنّ 

 �،والت�بؤ�بمسارا��ا�بدقة�لا�حدود�ل�ا
َ
ة�نظر�وج���ناك،�و����ذا�السياقيبدو��ذا�الأمر�لغزا�حقيقيا�من�ألغاز�الوجود.�ول

�الصَ  �مبدأ �إ��  �رنةوْ مس�ندة
ْ
�الش�  ��Principle of formalismلنة)(أو

َ
�قِ المعل �من �عنھ �و�ور�ا�يبَ ن ��يل��ت �ل

Bourbaki:˝���� �لا�محدودة �بقدرات �وجمل�ا ��لما��ا �كتابة �طر�قة �تتصف �غ���منطوقة، ��شر�ة �لغات ��� الر�اضيات

الله�منحنا�إم�انيات�معينة�لاستخدام��ذه�اللغات��و�بدو����بأنّ �.˝ا��ديدة�الاختصار�وإعادة�ال�سمية�وإدخال�الرموز�

  والله�أعلم.��،الاست�نائية����ف�م��عض�أسرار�ال�ون�الذي��ع�ش�فيھ

سست�الر�اضيات�الواصفة�للف��ياء،�وال���
ُ
 منذ�زمن�نيوتن�إ���غاية�بداية�القرن�العشر�ن�أ

ّ
��مجمل�ا�لت���ش�

ومن���Hamiltonلتون يو�ام��Lagrangeمن�نظر�ة�المعادلات�التفاضلية�والصياغت�ن�ال�ندس�ت�ن�الرا�عت�ن�للاغرانج

�التعب���ر�اضيا��Riemannندسة�ر�مان �إل��ا�م�مة و�ل
ُ
�أ �لأ �تيا،�ال�� �العامة .��Einsteinي�شتاينعن�نظر�ة�ال�س�ية

�الف �قوان�ن �ننظر�إ�� �أصبحنا �بَ و�كذا ��ال�ندسة. �الف��ياء �لنا �فبدت �ع���ال�ندسة، �أنّ ��ياء  �يد
َ
�العال ��ذا �من م�سيدة

�أنّ  ���ظة �ذات �وأنّ �اك�شفت ��ندسية، �أصول �ذات �الف��يائية �والقوان�ن �فالمبادئ ���يح، �أيضا �يفعلھ��العكس ما

  .رى خالف��يائيون��و�أ��م�ينظرون�إ���ال�ندسة�ع���الف��ياء،�ومن�ثمة�تبدو�ل�م�الأو����الأ 

���سيدة�ألمانية�من�أصول���ودية�سا�مت�����Emmy Amalie Noether)�1935-1882نو����(�إي���أما��

وولفجانج�كرول��Helmut Hasseو�يلموت��اس��Emil Artinعشر��يات�القرن�العشر�ن�مع��ل�من�إميل�أرت�ن�

Wolfgang Krull� وأوتوشراير�Otto Schreier�� �دير�و�ردين �فان  Bartel Leendert van derو�ارتيلليندرت

Waerden� ّأ�م�منجزات�المدرسة�الألمانية�للر�اضيات����العصر��عدّ د�ا��ديث،�والذي��ُ ���م��مة�تأس�س�ا�����المجر

أيقونة����الر�اضيات،�حيث�وصف�ا�أي�شتاين�ذات���ظة�بأ��ا�أ�م�عبقر�ة�إبداعية����الر�اضيات��نو��� �اعت��ت�.ا��ا��

ح�ن�صرف�ا� 1933نو����واج�ت�وضعا�مأساو�ا����عام��ميا�لل�ساء�بمزاولة�التعليم�العا��.�بيد�أنّ ظ�رت�منذ�أن�سُمح�رس

،�وتوفيت��عد�ذلك�فرحلت�إ���الولايات�المتحدة،��Göttingenعن�العمل����جامعة�غوتنغن�،�و��ا���ودية�،الناز�ون 

  .من�ال�شاط�ا��ام����عام�ن
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  إي���أما���نو���

  

� �عام �لاغرانج�نو��� �متقدّ ���1918 �إطار�صياغة ��� �للمي�اني�ا�Lagrangian formalismمسا�مة، ،�

�أنّ  �تؤكد �اسم�ا �تحمل �مذ�لة �م���نة �الشأن ��ذا ��� �ولد��ا �با��مل��الكلاسيكية، �ا��اصة �ا��فظ �قوان�ن معظم

�ناتجة�عن�تناظرات�حافظة�لدالة�لاغرانج ر�الذي�أنار�درب�الأم�،المي�انيكية�الكلاسيكية�ذات�م�شأ��ند���؛�أي�أ��ا

�واص�نحفاظ�الف��يائية�و��ن�التناظرات�ال�ندسية�ا��افظة��البحث�للف��يائي�ن،�الذين�أصبحوا�يُقابلون�ب�ن�قوان�ن�الا 

القليلة�حيث�لا�ي�ون�التناظر�وا�ً�ا،��انوا�مع�ذلك��عت��ون�ا��فظ��نحفاظالا �دالة�لاغرانج.�وح������حالات�قوان�ن

  ناتجا�عن�تناظر�خفي.

�نو���  �مبدأ  �ساعد
ّ
�مسل �صياغة ���  الف��يائي�ن

ً
�لبنة �واعت��وه �الكم، �مي�اني�ا �جد� �مات �الم�مة �بناء ��� ف��ياء�ا

 فأك����المعاصرة.�و�ذلك�تر��ت�أك�� 
ُ
ة�ال�ندسية�القوان�ن�الف��يائية�ناتجة�عن�الب�ي��ة�القائلة�بأنّ ح�ِّ ���الأذ�ان�الفكرة�الم

  لل�ندسة.ع���نحو�ما�تا�عة��الف��ياءأصبحت�لل�ون،�وال���وفق�ا�

���حول�الثا�ي�منھ�بتقديم�عرض��س��دف��ذا�المقال�الثقا���والتعلي���إ���عرض�وإثبات�م���نة�نو���،�وُ�ع���ا��زء�

 �اميلتون�للمي�اني�ا�الكلاسيكية.صياغ���لاغرانج�وَ 

 
  .�الصياغة�اللاغرانجية�وإحداثيا��ا�ال�ندسية�ا��ديدة .2

� �النظم ��عض �حر�ات �لاغرانجلوصف �أدخل ��المي�انيكية، �عام �للمي�اني�ا� ��1790 �الر�اضية �النظر�ة إ��

  الكلاسيكية�دالة�جديدة
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�: (�, �̇) ↦ �(�, �̇), 
� �جديد ��ند��� �إحدا�ي �نظام ��� فة ,�)مُعرَّ �̇) = (��, … , ��, �̇�, … , �ا���ن�(�̇� �ذلك �منذ �الدالة ��ذه �وحملت .

ل��ملة�المي�انيكية�قيد�الدراسة،��Lagrangian functionوَ'الدالة�اللاغرانجية'��Lagrangianالاسم�ن�'اللاغرانجيان'�

أخذ�غالبا�مساو�ة�للطاقة�ا��ركية�مطروحا�م��ا�الطاقة�ال�امنة.�وقد�بر�ن�لاغرانج�بأن�معادلة�نيوتن�ل��ركة�
ُ
و���ت

  م�افئة�لنظام�المعادلات�التفاضلية
�

��
�
��

��̇�
� −

��

���
= 0,1 ≤ � ≤ �, 

� �أو�لروالمسماة �ف�م�ا��.لاغرانج'-'معادلات �ع�� �كث��ا ��ساعد �المعادلات �ل�ذه �التالية �الصر�حة �الكتابة �أن ��� ولا�شك

  واس�يعاب�معنا�ا:

�

��
�
��

��̇�
∘ ��,

��

��
�� (�) −

��

���
��(�),

��

��
(�)� = 0,0 ≤ t ≤ T, 1 ≤ � ≤ �, 

  عدد�حقيقي�موجب�تماما.�Tحيث�

مستخدما�حيلة�تفاضلية�بارعة�أن�يث�ت� William Hamiltonاستطاع�وليام��اميلتون� ،���1830حوا���عام�

:�من��� بأن � ↦   �Variational principleذه�المعادلات،�إذا�وإذا�فقط،�حقق�المبدأ�التغ��ي��يحقق�(�)�

� ��

�

�

�� = �����(�),
��

��
(�)�

�

�

�� = 0, 

إ���عملية�تفاضلية�معينة.����بداية���،�حيث��ش���Principle of critical actionوالمعروف�باسم�'مبدأ�الفعل�ا�َ�رجِ'�

��اميلتون� �بمقدور �يكن �لم �ثمة �ومن �مؤسسا، �غ���المن��ية �الأ�عاد ��� �التفاضل �حساب �يكن �عشر�لم �الثامن القرن

  ع���فراغ�الداليات���الاستفادة�منھ،�ومع�ذلك�فقد�قام�بتطو�ر�العملية�التفاضلية�

� ↦ ����(�),
��

��
(�)���

�

�

, 

 ع���النحو�الآ�ي:��ذي�البعد�غ���المنت�

� ��

�

�

�� =
�

��
���Γ(�, �), ��Γ(�, �)�

�

�

���

���

, 

,ε−[دالة�معرفة�ع����Γعلما�أن� ε[ × [0, T]وتحقق�،  

(∀� ∈ [0, �])�Γ(0, �) = �(�)�, 

(∀� ∈ ]−�, �[)�Γ(�, 0) = �(0)�, 

(∀� ∈ ]−�, �[)�Γ(�, �) = �(�)�.  

  .��غي��ا�ذا���ايت�ن�ثاب�ت�ن�للمنح����Γتد���

  لنقم�الآن�ببعض�ا��ساب.�اس�نادا�إ���قاعدة�السلسلة���ساب�التفاضل�يمكننا�أن�نكتب

  

�

��
���Γ(�, �), ��Γ(�, �)�

�

�

�� = ��
��

���
�Γ(�, �), ��Γ(�, �)�

�Γ�

��
(�, �)��

�

�

�

���

 

+��
��

��̇�
�Γ(�, �), ��Γ(�, �)�

��Γ�

����
(�, �)��

�

�

�

���

. 
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  بالتجزئة�نحصل�ع��وعليھ�بم�املة�الطرف�الأخ���

�

��
���Γ(�, �), ��Γ(�, �)�

�

�

= ��
��

���
�Γ(�, �), ��Γ(�, �)�

�Γ�

��
(�, �)��

�

�

�

���

−��
�

��
�
��

��̇�
�Γ(�, �), ��Γ(�, �)��

�Γ�

��
(�, �)��

�

�

�

���

 

+��
��

��̇�
�Γ(�, �), ��Γ(�, �)�

�Γ�

��
(�, �) −

��

��̇�
�Γ(�, 0), ��Γ(�, 0)�

�Γ�

��
(�, 0)� .

�

���

 

  لأن�0لكن�الطرف�الأخ����ساوي�

(∀� ∈ ]−�, �[) �
�Γ

��
(�, �) =

�Γ

��
(�, 0) = 0�, 

  و�التا���فإنھ�لدينا

� ��

�

�

�� = ���
��

���
��(�),

��

��
(�)� −

�

��
�
��

��̇�
��,
��

��
�� (�)�

�Γ�

��
(0, �)��

�

�

�

���

 

=���
��

���
−
�

��
�
��

��̇�
��
�Γ�

��
(0, �)��

�

�

�

���

. 

  لاغرانج،�فإنھ�يحقق�أيضا�مبدأ�الفعل�ا��رج-يحقق�معادلات�أو�لر��من��نا�يبدو�وا��ا�أنھ�إذا��ان�المنح���

� ��

�

�

�� = 0. 

حَقق،�ولنضع
ُ
  بالعكس،�لنفرض�الآن�أن��ذا�المبدأ��و�الم

Γ(�, �) = ��(�) + �(�), � ∈ ℝ, � ∈ [0, �], 
(0)�دالة�كيفية�تحقق�الشرط���حيث� = �(�) = �غي���ذو���ايت�ن�ثاب�ت�ن�����Γ.�ل�س�صعبا�الملاحظة�بأن�0

  ،�وعليھ�يأ�ي�للمنح���

� ��

�

�

�� = ���
��

���
−
�

��
�
��

��̇�
�� ��(�)��

�

�

�

���

= 0. 

1،���لكن�بما�أن�الدوال� ≤ � ≤   لاغرانج-،����كيفية،�فإن��ذه�المساواة�تؤدي�حتما�إ���معادلات�أو�لر�
��

���
−
�

��
�
��

��̇�
� = 0,1 ≤ � ≤ �. 

  

  

  .�الصياغة�ال�اميلتونية�وإحداثيا��ا�ال�ندسية3

لقد�أو��نا�ا��طوة�التقنية�الأو���ال���قام���ا��اميلتون،�ب�نما�تتمثل�خطوتھ�التقنية�الثانية����قيامھ��و�

,�)الآخر�بإدخال�نظام�إحداثيات�جديد�   ،�وذلك�بوضع(�

�� =
��

��̇�
(�, �̇), 1 ≤ � ≤ �, 
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� �جديدة �لدالة ��عر�فھ :ℋثم (�, �) ↦ ℋ(�, �)� ��اميلتو�ي �اسم �حي��ا �من �عل��ا �أطلق ،Hamiltonienا��ملة��

  المي�انيكية،�ع���النحو�الآ�ي

ℋ(�, �) = ����̇
�

�

���

− �(�, �̇). 

,�)ولقد�استطاع��اميلتون�أن�يث�ت،�تحت�فرضية�أن�التحو�ل�النقطي� �̇) ↦ (�, قابل��-والمس���تحو�ل�لوجندر-(�

  لاغرانج�م�افئة�للمعادلات�التالية�ا��املة�لاسمھ-للعكس،�بأن�معادلات�أو�لر

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ��

�

��
(�) =

�ℋ

���
��(�), �(�)�;

���
��
(�) = −

�ℋ

���
��(�), �(�)�,

 

  وال���تتمتع�ب�ناظر�مد�ش،�الأمر�يكشف�عن�غنا�ا�ال�ند���.�و�مكن�صياغة��ذه�ا��ملة�كما�ي��

�

��

��
(�) = ∇�ℋ��(�), �(�)�;

��

��
(�) = −∇�ℋ��(�), �(�)�,

 

�ℋ∇حيث� = �∂��ℋ,… , ∂��ℋ�� َو∇�ℋ = �∂��ℋ,… , ∂��ℋ�.  

شار�إل��ا�أصيلة�وذات�أ�مية�قصوى����المي�اني�ا�الكلاسيكية�
ُ
���ا��قيقة�لم�تكن�أف�ار�لاغرانج�و�اميلتون�الم

م��ند����خفي�شديد�ال��اء�بالأف�ار�ا��ديدة،�عالم�أطلق�
َ
فحسب،�وإنما�أيضا�كشفت،�و�ذا��و�الأ�م،�النقاب�عن�عال

.�Symplectic geometryاسم�ال�ندسة�'ال�ندسة�ال�شابكية'�����1939عام� Hermann Weylعليھ����مان�و�ل�

،�ب�نما�The tangent bundlesفإحداثيات�لاغرانج�ت�ت���إ���ما��عرف����ال�ندسة�التفاضلية�باسم�ا��زم�المماسية�

مَماسية� ��عرف�با��زم�التَّ �حدثنا�ع��ا��اميلتون�إ���ما �The cotangent bundlesت�ت���مثيل��ا�ال�� �و�� �ب���، �ل�ا

  �ندسية�حديثة�لم�يتم�دراس��ا�ع���نحو�جاد�إلا�بداية�من�خمسي�يات�القرن�العشر�ن.�

�مسائل� �ومعا��ة �صياغة ��� �فعالة �جديدة ��ندسية �طرق �إيجاد ��� �و�اميلتون �أف�ار�لاغرانج �بنجاح وأسوة

�Poisson geometryدسة�بواسون�المي�اني�ا�الكلاسيكية،�يتم����الوقت�ا��ا���دراسة�ال�ندسة�ال�شابكية�وزميل��ا��ن

�ش�ل�مكثف�ع���أمل�حل�المش�لة�الأ�م�والأش�ر����الف��ياء�الرا�نة،�و���العثور�ع���إطار�مُوحِد�لنظر����ال�س�ية�

  العامة�ومي�اني�ا�الكم.

  

بَع����ا��زء�الثالث
َّ
 .يُ�
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 )William Hamilton )1805-1965وليام��اميلتون�


